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Lista de Simbolos

Simbolo  Significado Informal

R conjunto dos niimeros reais
I[(R) conjunto dos intervalos de nimeros reais
0 elemento neutro da soma de intervalos
1 elemento neutro da multiplicacao de intervalos
min minimo
max maximo
pm ponto médio
d distancia
absy valor absoluto intervalar
amp amplitude
U uniao
v uniao convexa
N intersegao
V ou
N e
C contido ou igual
€ pertence
¢ nao pertence
— se entao
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Simbolo

Significado Informal

l[a,b]
r(a, 0]

-1

def

loc

se e somente se

implicacdo na Algebra de Heyting

biimplicagao

menor igual

maior igual

matriz identidade intervalar

amplitude da matriz intervalar A

ponto médio da matriz intervalar A

distancia entre as matrizes A e B

menor igual na ordem de Kulisch-Miranker

menor igual para ordem de informagao

menor para ordem de Moore

contido

(upper bound) conjunto de todos majorantes de A
(lower bound) conjunto de todos minorantes de A
(minimum upper bound) conjunto de todos majorantes minimos de A
(maximum lower bound) conjunto de todos minorantes maximos de A
conjunto dirigido

supremo de x e y

infimo de z e y

supremo de A

infimo de A

(left) projegao esquerda

(right) projegao direita

funcao inversa de f

operacao de definibilidade

igualdade local




Simbolo  Significado Informal

® operador de multiplicagao para o conjunto intervalar paramétrico

S5) operador de adicao para o conjunto intervalar paramétrico

X1
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Resumo

O uso do tipo intervalar em varias areas favorece a idéia de se ter uma estrutura basica
reutilizavel, ou seja, um construtor intervalar que seja aplicado a um tipo de dados para se
obter os intervalos desse tipo. Como um intervalo, intuitivamente é o conjunto de elementos
que estao entre dois extremos, sua construcao presupoe a nocao de ordem, e portanto é
razoavel que este construtor trabalhe sobre tipos munidos de uma ordem parcial. Por outro
lado, como o que se quer é operar com intervalos de objetos de um certo tipo como se opera
com esses objetos, entao também é razoavel querer que as propriedades algébricas desses
objetos sejam preservadas no seu tipo intervalar. Assim, o construtor intervalar fornece
uma fundamentacao teérica para o tipo intervalo parametrizado, ou seja, intervalos cujo
parametro é generalizado podendo ser, por exemplo, nimeros reais, complexos, etc.

A aplicagao do intervalo em certas estruturas algébricas nem sempre garante a preservacao
de suas caracteristicas, por exemplo, quando se trabalha com intervalos de ntmeros reais,
seria conveniente que estes pudessem se comportar como se fossem os reais. Isto nao acontece
pois os reais satisfazem as propriedades algébricas de corpo, ja os intervalos de reais nao (por
exemplo, ndo suporta a propriedade distributiva). Para superar esta dificuldade Santiago
introduziu a teoria da igualdade local numa forma de enfraquecer a nocao de igualdade
“forte” fazendo com que propriedades satisfeitas localmente sejam relevantes, propriedades
estas que antes poderiam ser descartadas.

A generalizagao da aritmética intervalar propoe a aplicagao do construtor intervalar em
estruturas algébricas ordenadas e enfraquecidas pela igualdade local, objetivando a manu-
tencao de suas propriedades algébricas.

Como os intervalos sao importantes em aplicagoes que trabalhem com dados continuos,
¢é interessante descrever esta teoria usando uma linguagem de especificacao que permita o
desenvolvimento de sistemas computacionais que usem tipos intervalares de modo discipli-
nado, confiavel e seguro. Atualmente, as linguagens de especificagoes algébricas, que se

baseiam em modelos matematicos, tém sido muito usadas para este proposito. Dentre as



varias linguagens deste tipo existentes, foi escolhida CASL (Common Algebraic Specification
Language) por conter diversas caracteristicas relevantes para especifica¢do do tipo intervalar

parametrizado como, por exemplo, admitir parametrizacao e parcialidade.
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Abstract

The interval datatype applications in several areas is important to construct a interval
type reusable, i.e., a interval constructor can be applied to any datatype and get intervals
this datatype. Since the interval is, of certain form, a set of elements limited for two bounds,
left and right, with a order notions, then it’s reasonable that interval constructor enclose
datatypes with partial order. On the order hand, what we want is work with interval of any
datatype like this we work with this datatype then. it’s important to guarantee the properties
of the datatype when maps to interval of this datatype. Thus, the interval constructor get a
theory to parametrized interval type, i.e., a interval with generics parameters (for example
rational, real, complex).

Sometimes, the interval application in some algebras doesn’t guarantee the mainutenance
of their properties, for example, when we use interval of real, that satisfies the field properties,
it doesn’t guarantee the distributivity propertie. A form to surpass this problem Santiago
introduced the local equality theory that weakened the notion of “strong” equality, and thus,
allowing some properties are local keeped, what can be discard before.

The interval arithmetic generalization aim to apply the interval constructor on ordered
algebras weakened for local equality with the purpose of the keep their properties.

How the intervals are important in applications with continuous data, it’s interesting
specify that theory using a specification language that supply a system development using
intervals of form disciplined, trustworth and safe. Currently, the algebraic specification lan-
guage, based in math models, have been use to that intention often. We choose CASL
(Common Algebraic Specification Language) among others languages because CASL has se-
veral characteristics excellent to parametrized interval type, such as, provide parcialiy and

parametrization.



Capitulo 1

Introducao

A cada ano que passa a tecnologia avanca com computadores superpotentes. Isso promove
uma melhora em muitas areas que precisam processar grandes quantidades de informacao.
Apesar de toda a capacidade existente, a méaquina continua sendo limitada, fazendo com
que nimeros como 7 sejam representados com uma certa margem de erro, causado pelo
truncamento ou arrendondamento do mesmo. Em processamento de informagoes fisicas
(fenémenos da natureza) como: distancia, temperatura, tempo, intensidade, etc., isso fica
mais grave pois a representacao destes sao limitadas inicialmente por dados obtidos através
de algum instrumento que nunca consegue proporcionar o valor real, e consequentemente faz
seu processamento gerar resultados com incertezas, devido a propagacao do erro inicial.

Temos como exemplos de problemas de representagao trés grandes catéstrofes [14| como
a explosao do foguete Arianeb em junho de 1996, o Missil Patriot em fevereiro de 1991,
o acidente na plataforma Sleipner em agosto de 1991, resultantes de erros de limitagoes
da méquina que nao consegue tratar os nimeros com toda sua extensibilidade, mesmo se
tratando de maquinas supervelozes com capacidade de executar muitas tarefas. Isso acontece
porque a representagao do nimero real nao pode ser feita de forma finita [12].

No final da década de 50, Moore [28]| e Sunaga [51] propuseram a matematica interva-
lar. Os numeros representados como intervalos tendem a controlar a propagacao do erro,

tornando-a previsivel e controlavel. E possivel computar um intervalo [a,b] contendo uma



solugao exata x para um problema, tomando-se o ponto médio do intervalo, m = (a + b)/2,
como sendo a aproximagao para a solugao z e assim obtem-se |z —m| < (b—a)/2, ou seja, a
distancia (erro absoluto) entre x e m é no méximo a metade do comprimento entre a e b, com
isso a computacao de um intervalo contém uma solugao exata, uma aproximagao da solucao
e um limite de erro na solu¢do aproximada [30], ou seja, os resultados intervalares sempre
carregam consigo uma qualidade e um grau de incerteza, pois o diametro de um intervalo
solugao é um indicativo da influéncia do erro do dado de entrada no erro do resultado final
obtido [12].

A teoria de Moore |28, 31, 29, 30] compreende além dos intervalos reais, os intervalos
complexos, matrizes e vetores de intervalos reais ou complexos. Outras dreas do conhecimento
também usam algum tipo intervalar, por exemplo, intervalos de valores entre 0 e 1 usados na
logica fuzzy [50, 52| e na probabilidade [10, 11|, processamento digital de imagens [26]. Apesar
de existir uma gama de aplicagoes de diversos tipos de intervalos, todas elas estao construidas
sobre uma estrutura comum do tipo intervalo, o que torna interessante a construcao de um
tipo intervalar paramétrico. Este tipo poderia ter como parametros diferentes tipos de dados
se comportando como um TAD (Tipo Abstrato de Dados). Os TAD séao independentes de
suas representacoes, no sentido que detalhes de como eles sao implementados sao geralmente
escondidos e, ao usuario do tipo, basta informar o que ele faz e como ele funciona.

O tipo intervalar paramétrico é uma generalizagao da teoria intervalar sobre os niimeros
reais para outros tipos intervalares possiveis. Uma vez que os intervalos reais estao definidos
através de uma ordem parcial sobre o conjunto dos reais, podemos definir os intervalos
sobre qualquer conjunto parcialmente ordenado. Porém, as propriedades algébricas do tipo
original nem sempre sao as mesmas do tipo intervalar. Por exemplo, os reais formam um
corpo enquanto que os intervalos de reais formam uma estrutura algébrica mais fraca (um
aneloide [23]). Para podermos preservar a estrutura algébrica teremos que usar a teoria da
igualdade local para enfraquecer as estruturas algébricas em estruturas algébricas locais. A
fundamentacao tedrica para construir o tipo intervalar paramétrico é fornecida pelo chamado
construtor intervalar, que serd usado para construir a estrutura algébrica local intervalar de

tal forma que, ao aplicar o construtor intervalar, por exemplo, no corpo dos nimeros reais



obteremos um corpo local ordenado de informagoes reais. Com isso ha uma generalizagao
da aritmética intervalar real de Moore.

A algebra é um importante método para especificacao de tipos abstratos de dados, uma
vez que ela trabalha sobre operagoes e predicados que satisfazem um determinado sort;
enfatizando-se a funcionalidade e comportamento, as especificacoes algébricas podem ser
entendidas como tipos abstratos de dados, pois tém como teoria matematica a logica equa-
cional. Os modelos matematicos ou interpretacoes que satisfazem essa teoria sao conhecidos
como 4lgebras da teoria [17, 53].

Hoje em dia, linguagens de programacao como C, Pascal e Java tem sido estendidas
para usar o tipo de dado intervalo como primitivo, estas linguagens sao chamadas de XSC
(eXtension for Scientific Computation) |2, 16, 21]. Porém a idéia deste trabalho é especificar
o tipo intervalar paramétrico usando uma linguagem de especificagao algébrica que dé suporte
a fundamentacgao teorica desse tipo, como é o caso de CASL (Common Algebraic Specification
Language) que suporta, por exemplo, parcialidade que é uma condi¢do necessaria para a
construcao de conjuntos locais. Um outro exemplo desse tipo de linguagem é OBJ3, para
qual ja foi desenvolvida a teoria intervalar [10].

Para um entendimento da especificacao do tipo intervalar paramétrico, inicialmente, no
capitulo 2, mostraremos as caracteristicas da matematica intervalar que deve ser generalizada
para dar suporte ao construtor intervalar. A teoria para essa generalizacao é encontrada no
capitulo 3. Para especificacao desse construtor bem como sua anélise foram usados CASL e
HOL-CASL que serao apresentadas no capitulo 4. Finalmente, no capitulo seguinte temos
a especificagoes para o tipo intervalar parametrizado e por fim teremos as conclusoes e

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Matematica Intervalar

A matemética intervalar foi introduzida no final da década de 50 se dinfundiu, principal-
mente, devido aos efeitos causados em maquinas computacionais pelos erros de truncamento
e/ou arredondamento e propagagao de erro. Tais tipos de erros eram causados diretamente
pela incerteza dos dados iniciais ou incerteza dos parametros nos modelos matematicos [30].
Varias areas cientificas como fisica, quimica, estatistica, movimento de satélites, sistemas
Fuzzy [50], etc., que trabalham dependendo de resultados de célculos mais precisos, foram e
sao grandes impulsionadoras da teoria intervalar.

“A Matemaética Intervalar é uma teoria matemética que se apresenta como uma solucao
nao somente para o controle rigoroso e automético dos erros de resultados em computacoes
numéricas, mas também para o tratamento e modelagem da incerteza em computagao”[12].

Em virtude da sua crescente relevancia, a matematica intervalar tem sido acrescentada a
ferramentas matematicas como MatLab e Maple [12], onde tem sido desenvolvidos projetos
de bibliotecas que contém funcoes sobre intervalos. Linguagens de programacao de alto nivel
como Pascal e Java [16], também sdo alvo de projetos que estendem um sistema de tipos.

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos da teoria intervalar.



2.1 Conceitos Basicos

Definigao 2.1.1 (Intervalo) Um intervalo'® ¢ representado por um par de elementos, onde
o primeiro elemento do par, limite inferior, € menor ou igual ao sequndo elemento do par,

limite superior. Assim, um intervalo € definido da sequinte forma:
la,b) ={r €eR:a <z <b} (2.1)

onde a,b € R.

Com esta definicao tem-se que um intervalo tem uma natureza dual: ora é visto como
um conjunto de nimeros reais, ora como um par de niimeros reais.
A igualdade entre intervalos se da quando os limites inferiores e superiores dos intervalos

assim o forem:
la,b] =[c,d| a=cANb=d (2.2)

onde a,b,ce d € R.
Quando os limites inferior e superior de um intervalo sao iguais, o intervalo é dito de-
generado, [a,a] = a,a € R. [a,a] é a representa¢ao do namero real a em I(R), que é o

conjunto dos intervalos de reais. Logo noés temos uma imersao de R em I(R).

2.2 Aritmética Intervalar

Na aritmética intervalar introduzida por Moore [28] e Sunaga [51] o conjunto I(R) prové
as operacgoes binarias de adicao, subtracao, multiplicacao e divisao, bem como operacoes

unérias. Tais operagoes estao definidas a seguir:

Definigao 2.2.1 (Adigao) Sejam X = [a,b] e Y = [c,d], entdo a soma de X eY € dado

por X +Y =la,b]+[c,d|={x+y:x € [a,b] Ny € [c,d]}.

LUm intervalo fechado de nimeros reais € chamado, nesse texto, simplesmente, intervalo.



Definigao 2.2.2 (Pseudo Inverso Aditivo) Seja X = [a,b], o pseudo inverso aditivo

de X € dado por —X = —([a,b]) ={—z:2x € X} = [-b, —a].

O pseudo inverso aditivo é assim chamado pelo fato de nem sempre a igualdade X — X = 0
ser verdadeira. Por exemplo, seja um intervalo X = [0, 2], consequentemente —X = [—2,0],
assim X — X = [-2,2] # [0,0], porém [0,0] C X — X.

Definigao 2.2.3 (Subtragao) Sejam X = [a,b] e Y = [¢,d|, entdo a diferenga entre X e
Y € dado por X —Y ={x—y:x €la,b] Ny € [c,d]}.
Sunaga [51| provou que [a, b]+[c, d] = [a+c, b+d], —[a,b] = [-b, —a] e x—y = [a—d, b—¢].

Definigao 2.2.4 (Multiplicagao) Sejam X = [a,b] e Y = [¢,d], entdo a multiplicagao
de X eY é dado por X «Y ={xxy:ze€ X,y Y}.

Como o resultado de X # Y é também um intervalo, conforme provado por Sunaga [51],
temos que seus limites inferior e superior sao dados por X *Y = [min(a *c,a x d,b* ¢, b x*
d), maz(a* c,a*d,b*c,bxd)].

De acordo com os sinais de a, b, c e d é possivel reduzir a féormula acima em nove casos

especiais, que sao:
1.Sea>0ec>0entdo X *Y = [a*c,bxd|
2. Sea<0<bec>0entao X xY = [ax*xd,bxd]
3.Seb<0ec>0entao X xY =[axd,bx(|
4. Sea>0ec<0<dentdao X xY = [bxc,bx*d
5. Seb<0ed<0entdo X *Y = [axd,ax*c|
6. Sea<0ed<0entdo X *Y = [bxc,a*d]

7.Sea<0<bed<0entao X Y = [b*c,ax* (]



8. Seb<0ed<O0entdao X *xY =[bxd,ax*c]|

9. Sea<0<bec<0<dentdo X xY = [min(a*d,cxb),max(a*c,bx*d)]

Definigao 2.2.5 (Pseudo inverso multiplicativo) Seja um intervalo X = [a,b], o pseudo
inverso de X ¢ dado por 1/X, desde que o nimero zero nao pertenca a X, ou seja,

1/X =1/[a,b] =[1/b,1/a] se b <0 oua > 0.

Definigao 2.2.6 (Divisao) Sejam X = [a,b] e Y = [¢,d], a divisao X/Y € dada por
XY =Xx%(1/Y) =a,b] % [1/d,1/c] se o numero 0 nao pertence a'Y, ou seja, ou ¢ >0 ou

d < 0.

2.3 Relacoes de Ordem sobre Intervalos

Os intervalos reais tém varias seméanticas como, por exemplo, representacao de niimeros reais,
quanto mais proximos os extremos do intervalo estiverem do valor "correto", melhor sera a
representacao desse valor. A definicao de ordem entre intervalos depende da abordagem ou
semantica utilizada. A ordem de informacao [3, 48] ¢ um tipo de relagdo entre intervalos
que satisfaz a abordagem de representagao. A seguir serao definidas a ordem de informacao,

bem como as ordens de Moore [30], de inclusao e de Kulisch-Miranker [23].

Definigao 2.3.1 (Ordem da informacao) Sejam dois intervalos [a,b] e [c,d], a ordem

da informacao define que [a,b] C [c,d] < [a,b] C [¢,d] < a<ced<b.

Definigao 2.3.2 (Ordem de Moore) Sejam dois intervalos |a,b] e [c,d], a ordem de

Moore define que [a,b] < [c,d] < Va € [a,b] eVy € [c,d],x <y < b<c.

Definicao 2.3.3 (Ordem de inclusao) Sejam dois intervalos |a,b] e [c,d], a ordem de

inclusao define que [a,b] <[c,d] < c<aeb<d.



Definigao 2.3.4 (Ordem de Kulisch-Miranker) Sejam dois intervalos |a,b] e [c,d], a
ordem de Kulisch-Miranker define que [a,b] < [c,d] < Vo € [a,b].3y € [c,d],z <

yAVy € [¢,d]. 3z € [a,b],x <yea<ceb<d.

Proposicao 2.3.1 (Inclusao Monotoénica) Sejam X,Y,Z, W intervalos, tais que X C Z

eY CW. Entao valem as relagoes:

e X+Y CZ+W

o XxYCZxW

1/X C1/Z, sempre que 0 ¢ Z

XY CZ/W, sempre que 0 ¢ W

Prova: Direta das definicoes dos operadores aritméticos.

2.4 Propriedades Algébricas

As propriedades algébricas da aritmética intervalar s@o consequéncias imediatas do conjunto

de defini¢oes das operagoes da aritmética intervalar.

Proposicao 2.4.1 Para todo X,Y,Z € I(R) vale:
e Associatividade na adigao: (X +Y)+ 272 =X+ (Y + 2)

e Associatividade na multiplicagao: (X xY)x Z = X % (Y % Z)



Comutatividade na adicao: X +Y =Y + X

Comutatividade na multiplicagao: X «Y =Y x X

Identidade na adicao: Existe um unico elemento 0€ I(R) tal que X+40=04+X =X

Identidade na multiplicagao: FEriste um wunico elemento 1€ I(R) tal que X = 1=

15X =X

Subdistributividade: X « (Y +2) C X xY + X x Z

Prova: Ver [31].

Em relacdo as identidades aditiva e multiplicativa tem-se que 0 = [0,0] e 1 = [1,1],

respectivamente.
A distributividade em intervalos X x (Y + Z) = X * Y 4+ X % Z s6 acontecera se X for

um intervalo degenerado, ou se Y e/ou Z forem o intervalo 0.

Definicao 2.4.1 (Intervalo Simétrico) Seja X = [a,b] € I(R) um intervalo. Dizemos

que X € simétrico, se —X = X.

2.4.1 Funcoes de Intervalos em Reais

Para os intervalos estao definidas algumas func¢oes que podem determinar caracteristicas
importantes na solu¢ao de um problema, como a amplitude de um intervalo que determina
a qualidade do mesmo, enquanto representacao de um numero real. Algumas fungoes sao

definidas a seguir:

Definigao 2.4.2 (Projecoes Esquerda - [ e Direita - r) A projegao esquerda, [, de
um intervalo X = [a,b] € o limite inferior, ou seja, [(X) = a. Jd projecao direita, r, se

caracteriza pelo limite superior, ou seja, r(X) = b.
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Definigao 2.4.3 (Ponto médio - pm) O ponto médio de um intervalo X = [a,b] € dado

por pm([a,b]) = (a + b)/2.

Definigao 2.4.4 (Distancia - d) A distancia entre dois intervalos X = [a,b] e Y = [c,d]
¢ dada por d([a,b], [c,d]) = max(abs(a — c),abs(b — d)) onde, abs(x) é o valor absoluto de x

para r € R.

Definicao 2.4.5 (Valor Absoluto - abs;) O valor absoluto de um intervalo X = [a, b]
€ o valor mdximo obtido entre os valores absolutos dos seus limites inferior e superior, ou

seja, absi(la,b]) = max(abs(a), abs(b)).

Definigao 2.4.6 (Amplitude - amp) A amplitude de um intervalo X = [a,b] € dada

pela diferenca dos seus limites inferior e superior, isto é, amp([a,b]) = b — a.

2.4.2 Operagoes entre Conjuntos

Definigao 2.4.7 (Uniao) Sejam X,Y € I(R), onde X = [a,b] e Y = [¢,d]. A uniao entre

X eY € definida por [a,b]U][c,d] = [min(a, c), max(b,d)]a se (¢ > aNe < b)V(a > cha < d).

Definicao 2.4.8 (Uniao Convexa) A uniao convexa U entre intervalos € definida pelo
menor intervalo contendo ambos, ou seja, sendo X = [a,b] e Y = [¢,d] temos que [a,b] U

[c, d] = [min(a, c), max(b,d)].

Defini¢ao 2.4.9 (Intersecao) Sejam os intervalos X, Y € I(R), onde X = [a,b] e Y =
[c,d]. A intersegao entre X eY ¢ dada por [a,b] N [c,d] = [max(a,c),min(b,d)] se (¢ >

aNc<b)V(a>cNa<d).
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2.5 Matriz de Intervalos

Definicao 2.5.1 (Matriz Intervalar) Uma matriz intervalar ¢ definida por uma ma-
triz A = (Aij)mxn com ordem m (linhas) por n (colunas), onde cada elemento (A;;) € um

ntervalo.

A= ([[z:];]] {;;ﬂ) ¢ um exemplo de matriz intervalar com duas linhas e duas colunas.

Supondo A = (A;;) uma matriz intervalar de ordem m x n, se m = 1, entao a matriz A
é chamada matriz linha ou vetor linha e, se n = 1, entao A é chamada matriz coluna
ou vetor coluna. Uma matriz coluna, por convencgao, ¢ considerada um vetor intervalar.

A = ([ab] [ed] [ef] ) ¢ um exemplo de vetor linha, uma matriz de uma linha e trés colunas,

[a,b]
e B= ([c,d]) é um exemplo de vetor coluna, uma matriz de trés linhas e uma coluna.
[e.f]

Definicao 2.5.2 (Igualdade entre Matrizes Intervalares) Sejam as matrizes interva-
lares: A = (Aij)mxn € B = (Bij)rxs- Diz-se que a igualdade A = B ocorre se, e somente
se, m=r,n=seA; =B, para todos os indices 1 <i<nel<j<m.

Exemplo: as matrizes A = <[1’3] [_1’”) e B= <[ﬁ"/§] 14

e [3.3] cxpl0d] [3,3] > sao matrizes intervalares

iguais.

Definicao 2.5.3 (Matriz Intervalar Nula) Uma matriz intervalar A = (Ajj)mxn € con-
siderada nula se todos os seus elementos sao nulos, ou seja, se A;; = [0,0], Vi, 5. A matriz

nula € representada por 0.

Exemplo: A = ({8’8} {8’8}) ¢ uma matriz nula de ordem 2 x 2.

Definicao 2.5.4 (Matriz Intervalar Identidade) Uma matriz intervalar I = (Ii;)mxm
¢ chamada identidade, se todos os seus elementos da diagonal principal sao intervalos

identidades e os demais elementos sio intervalos nulos, ou seja, se I;; = [1,1] parai =j e

L; = [0,0] para i+ j.
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Exemplo: [ = ({éé} E)(H) ¢ uma matriz intervalar identidade com duas linhas e duas

colunas.

2.5.1 Operagoes Aritméticas entre Matrizes Intervalares

A seguir serao apresentadas as principais operagoes com matrizes intervalares como: soma,

subtragao, produto por um intervalo, multiplicacao.

Definicao 2.5.5 (Soma de Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;;) e B = (B,;) duas
matrizes intervalares. A matriz soma das matrizes A e B, € definida como sendo a matriz
C = A+ B, onde cada elemento é definido por C;; = A;j + Byj, Vi, j.

Exemplo: dadas as matrizes intervalares A = <[“’b] [C’d]> e B = ([m’"] lop }> entao,

] loh] @] o)
_ _ ( lob+man] [ed)+Hog
C=A+B= ( e.f 1o [gh+sut )

Definigao 2.5.6 (Produto de um Intervalo por uma Matriz) Seja A = (A;;) uma ma-
triz intervalar de ordem m x n e X um intervalo. O produto do intervalo X pela matriz
A € a matriz intervalar C = (Cyj), onde cada elemento € dado por Ci; = X * Aij, Vij.

Exemplo: dada a matriz A = <[a’b] [C’d]> e o intervalo X = [p,¢| entao, C = XA =

le,f] [g,h]
< [p,q)[a.b] [p.q)*[c,d] )
[p.q]*[e,f] [p.al*lg,h] |-

Definicao 2.5.7 (Subtragao de Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;;) e B = (B;;)
duas matrizes intervalares de mesma ordem. A diferenga entre A e B € definida por C =
A — B, onde cada elemento € formado por C;; = A;; — B;;,Vi,j. A diferenca pode ser
entendida também como C' = A — B = A+ ([-1,—1] x B).

Exemplo: dadas as matrizes intervalares A = ({Z?} [[;Z]}) e B = ([’[Z:ﬁ] [[Z%}) entao,

— — [avb]_[m’n] [c,d}—[o, ] — — [_n)_m] [_ ’_0} .
C=A-B= ( o7 lar] [g,h]—[s§]> ecomo —B = [-1,-1]« B = ( L] [_f;_s} ), tem-se:

—_ I [a’b]+[7n77m] [Cvd]+[7p770]
C=A+(-B)= ( G [g,h1+[—t,—s1>-
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Definigao 2.5.8 (Multiplicagao entre Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;j)mxp €
B = (Bij)pxn- A multiplicagao de A por B € uma matriz intervalar C' = (Cij)mxn = A% B,
cujos elementos sao dados por (Cyj) = X8 _; Aix X By;j.

Exemplo: dadas as matrizes intervalares A = ([“’b] [C’d]> e B = ([m’"] lop }> entao,

e loh] @] o)
_ _ (Bl tiedislar] [od]xlopl+Heds g
C=AxB= ([e,f}*[m,n1+[g,h1*[q,r1 e/ #loypl + i+l )

2.5.2 Operagoes entre Conjuntos com Matrizes Intervalares

Definigao 2.5.9 (Intersecao de Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;j) e B = (B;j)
duas matrizes intervalares de mesma ordem. A intersegao de A com B € a matriz intervalar

C= AﬁB, onde cada Oij = Aij ﬂB,-j, VZ,j

Exemplo: dadas as matrizes A = ([a’b] [C’d]> e B = <[m’"] [O’p]) entdao, C = ANB =

le.f] [9,h] lg.r] [s:1]
< [a,b]N[m,n] [c,d]N[o,p] )
le.fINlg:r] [g.h]N[s,t] )

Se nao existir intersegao para algum par de elementos correpondentes, ou seja, A;; N B;;

= () para algum 1, j, entao a intersecao entre A e B nao existe.

Definicao 2.5.10 (Uniao de Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;;) e B = (B;;) duas
matrizes intervalares de mesma ordem. A uniao de A com B é a matriz intervalar C = AUB,
onde cada Cj; = A;;U Byj;, Vi, 7.

Exemplo: dadas as matrizes A = ([a’b] [C’d]> e B = <[m’"] [O’p]> entao, C = AUB =

le.f] [9,h] lg.r] [s:1]
( [a,b]U[m,n] [c,d]Uo,p] >
le.f1Vlg.r] [g,h]Us,t] )

Se nao existir unido para algum par de elementos correpondentes, ou seja, A;; U B;; = ()

para algum i, j, entao, a uniao entre A e B nao existe.

Definicao 2.5.11 (Inclusao de Matrizes Intervalares) Sejam A = (A;;) e B = (B;;)

duas matrizes intervalares de mesma ordem. A matriz A € uma inclusaopara B, se todo
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elemento da matriz A estd contido no seu correspondente elemento da matriz B, ou seja,

ACB<& Aij - Bij; VZ,]

Exemplo: dadas as matrizes A = ({Z’b] [C’d]> e B= (ﬁ’f]] [[Z’ZD entdo, A C B < [a,b] C
[m,nl, le.d] C lo,p] ele, f] C la.7].[g. k] C [s,1]-
2.5.3 Propriedades das Matrizes Intervalares

Proposigao 2.5.1 Para quaisquer matrizes intervalares A, B e C as sequintes propriedades

sao validas:
e Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C

Comutatividade: A+ B=B+ A

Elemento Neutro da Adigao: FExiste uma unica matriz intervalar 0 tal que A+0 =

0+ A=A

Elemento Neutro da Multiplicagao: FExiste uma tunica matriz intervalar I tal que

AxI=1+xA=A

Subdistributividade: (A+ B)«C C AxC + BxC

Em virtude da lei da subdistributividade a propriedade associativa da multiplicagao nao
é valida para as matrizes intervalares, ou seja, A* (B*C) # (A B)*C. E possivel observar

que a ordem de adicao e multiplicacao dos pares de elementos é diferente.

Exemplo: dadas as matrizes intervalares A = (gll g12) e B = (Z; Z;g) e C' = (alcl?),

temos:

_( (a11xbi1+a12%b21) (a11%b12+a12%ba2) ci1 ¢ o
L(A*M*Cf< s (cnez) =

(a21%b11+a22%ba1) (a21%bi2+az2%b22)

((a11%b11+a12xbay)*c11+(a11¥b12+a12%bo2)*c21) ((a11%b114a12%ba1)*c12+(a11%b12+a12%b22)*c22)
((a21%b11+a22%ba1)*c11+(a21 *b12+a22%ba2)*ca1) ((a21%bi14a22%ba)*ci2+(a21%bi2+az9%ba2)*co2)
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a21 a22 (b21*c11+b2axc21) (b21xci2+baokcaz)

(a11*(br1*c11+biaxcar)+ai2%(bar*ci1+baokcar)) ((ar1*(bri*cia+biaxcan)+aiax(bai*ci2+baz*ca2))
(a21*(b11*c11+biaxcar)+a22%(bar*ci1+bookcar)) (a2i*(brikcia+biaxcas)+azox(bai*ci2+baz*caz))

2 Ax (B * C) _ (a11 a12> % <(b11*011+b12*021) (b11*012+b12*c22)> _

Observando cada elemento das matrizes resultantes de (1) e (2) verifica-se que eles sao
diferentes.

A comutatividade também nao é valida para a multiplicagao de matrizes, isto é, sendo
A;;j e B;; duas matrizes intervalares entao A * B # B x A, e isto ¢ um fato da teoria das

matrizes.

2.5.4 Outras Definicoes sobre Matrizes Intervalares

Definicao 2.5.12 (Matriz Amplitude) Seja A = (A;;) uma matriz intervalar. A matriz
amplitude de A ¢ a matriz onde cada elemento corresponde a amplitude do respectivo

intervalo da matriz intervalar, ou seja, amp(A) = (amp(A;;)).

. el _ | lab] [ed] 5 _ ( amp([a;,b]) amp([c,d])
Exemplo: seja A = ([e,f] [gyh]> entao, amp(A) = (am;’([&ﬂ) am;’([g’h}))

Definicao 2.5.13 (Matriz Ponto Médio) Seja A = (A;;) uma matriz intervalar. A ma-
triz ponto médio de A é a matriz onde cada elemento corresponde ao ponto médio do

respectivo intervalo da matriz intervalar, ou seja, pm(A) = (pm(A;;)).

. ol _ | lab] [ed] 5 _ ( pm([a,b]) pm([e,d])
Exemplo: seja A = ([e,f] [g,h]> entao, pm(A) = (;’m([&ﬂ) gm([gﬂ)).

Definicao 2.5.14 (Distancia entre Matrizes Intervalares) Sejam A e B duas matrizes
intervalares da mesma ordem. A distancia D entre A e B € a maltriz real cujos elemen-

tos correspondem a distdncia entre os respectivos intervalos das matrizes A e B, ou seja,

D(A, B) = (d(Aij, Bij)), Vi, j.

Exemplo: dadas as matrizes A = <[“’b] [C’d}> e B = ([m’"} [O’p]> entdao, D(A, B) =

le.f] [g:h] lg.r] [s:t]
<d([avb]7[m7n]) d([e,d};[o,p]) )
d(le,fl:la,r]) d([g;hl,[s,t]) )
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Definigao 2.5.15 (Matriz Moédulo) Seja A = (A;;) wma matriz intervalar. A matriz
modulo de A € a matriz onde cada elemento corresponde ao mddulo do respectivo intervalo

da matriz intervalar, ou seja, |A| = (|A;|).

. . | la,b] [c,d] ~ [ absi([a,b]) absi([c,d])
Exemplo: seja A = ([e’f] [g7h]> entao, |(A4)| = (abs;([e,f]) abs}’([g’h”).

2.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Como foi visto, o conjunto I(R) comtempla varias propriedades, algebricas e topologicas, do
conjunto dos reais, mas nao todas. Isso ocorre, por exemplo, com a operacao de subtracao,
ou seja, tomando um x € R é possivel concluir que x —x = 0, ja se tomarmos o intervalo nao
degenerado X € [(R) a mesma equagao, X — X = 0, nem sempre seré valida (por exemplo,
X =[-2,0],[-2,0] — [-2,0] = [-2,0] + (—[0,2]) = [-2,2]). Porém o resultado da operagao
contém o resultado desejado (seguindo o exemplo, [0,0] C [—2,2]). Isso acontece também
com outras propriedades sobre I(R).

Uma vez que se deseja representar R através de I(R) devemos garantir que as propri-
edades do primeiro conjunto sejam respeitadas no segundo. Em [44] foi apresentada uma
teoria, teoria da igualdade local, para garantir esta representacao. Este fato somado a di-
versidade de aplicagoes dos intervalos fortaleceu a possibilidade de estender essa capacidade
de representagao dos intervalos sobre outras estruturas algébricas 9], o que sera apresentado

no proximo capitulo.



Capitulo 3

(Generalizacao da Aritmética de Moore

Moore [30] desenvolveu uma aritmética intervalar a fim de resolver o controle de erro em
computacoes numéricas. No entanto, a aritmética desenvolvida por Moore que estende a arit-
mética dos niimeros reais, nao é completamente fiel a ela, no sentido que a estrutura algébrica
de intervalos nao é um corpo, como o sao os numeros reais. Isto pode ter consequéncias, por
exemplo, na resolucao de equagoes de segundo grau, que tem diversas aplicagoes e varias em
areas cientificas e tecnologicas. Varios trabalhos tem sido desenvolvidos para superar esta
dificuldade, entre eles esta o de Markov [27]. Santiago em [44] observou que o problema nao
vem da estrutura algébrica dos intervalos, mas da nocao primitiva de igualdade para os in-
tervalos; com isso, propds uma nova nog¢ao de igualdade para intervalos, chamada igualdade
local, e determinou algumas das consequéncias de tal abordagem. Uma delas é a simulagao
do comportamento de corpo sobre os intervalos. Ele apresentou uma abordagem a luz da
teoria dos dominios de Scott para intervalos e uma “igualdade simples de Scott”, restringindo
esta tltima & igualdade local.

A teoria de R. Moore nao compreende somente os intervalos reais, mas também intervalos
complexos, matrizes e vetores de intervalos reais ou complexos. Tal teoria vem sendo apli-
cada em varias linguagens de programacao e ferramentas mateméticas. Hoje, em algumas
linguagens de programacao seus sistemas de tipos tém sido estendidos para usar estes tipos

de dados intervalares como primitivos. No futuro, é relevante pensar num tipo tinico que

17
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absorva tipos de dados intervalares usados em qualquer ciéncia, ou seja, que suportem o tipo
de dado intervalo paramétrico.

Visto que intervalos reais sao definidos através da ordem parcial sobre o conjunto dos
reais, ¢ possivel definir, de forma analoga, intervalos sobre qualquer conjunto parcialmente
ordenado. Bedregal em [6, 7, 8] tratou o conjunto dos intervalos como um construtor catego-
rico onde foram mostradas que algumas categorias de dominio, como a categoria de espagos
quasemétricos, sao fechadas sob esse construtor.

Utilizando-se a teoria da igualdade local para enfraquecer a nogao de estruturas algébri-
cas para estruturas algébricas locais e usando-se o construtor intervalar para desenvolver a
estrutura algebrica local, é possivel aplicar o construtor intervalar em corpos para obter um
corpo de ordem local que generaliza a aritmética de Moore. As definigdes que seguem podem

ser encontradas em [5].

3.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Defini¢ao 3.1.1 (Ordem Parcial) Seja D um conjunto. Uma relacio bindria < sobre D

¢ uma ordem parcial sobre D se para cada x,y,z € D as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
Reflexividade: x < x
Antisimetria: sex <y ey < x entdo xr =y

Transitividade: se x <y ey < z entao x < z

Definigao 3.1.2 (Poset) conjunto D com uma ordem parcial < sobre D é um conjunto
parcialmente ordenado ou apenas um poset. Uma ordem parcial é dita total se para
cada x,y € D, v <y ouy < z. Un conjunto totalmente ordenado ¢ um conjunto com

uma ordem total.
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Definigao 3.1.3 (Conjuntos para Cima e para Baixo) Seja D = (D, <) um poset. Um
subconjunto A de D ¢ um um conjunto para cima se x € A implicay € A para todo x < y.
Denotaremos por T A o conjunto de todos os elementos acima de algum elemento de A, ou
seja, T A= {zx € y:y < aparaalgumy € A}. Se nio houver perigo de confusao, abreviare-
mos T {x} como T x. O dual deste é denominado conjunto para baixo e corresponde ao

conjunto de todos elementos abaizo de algum elemento de A, este € denotado por | A.

Definigao 3.1.4 (Majorante e Minorante) Seja D = (D, <) um poset. Seja A C D.
Um elemento x € D € chamado um majorante de A se x estd acima de qualquer elemento
de A. Usaremos a nota¢ao A < x, para este caso e denotaremos UB(A) o conjunto de todos
os majorantes de A. Dualmente, chama-se um minorante de A se x estd abaixo de qualquer

elemento de A e x < A. O conjunto de todos os minorantes de A é denotado por LB(A).

Definigao 3.1.5 (Maior e Menor Elementos) Seja D = (D, <) um poset. Se todos os
elementos de D estao abaizo de um tunico elemento x € D, dizemos que x é o maior
elemento ou topo, denotado por T. Dualmente, se todos elementos de D estao acima
de um unico elemento x € D, dizemos que x € o menor elemento de um poset, também

chamado de bottom, comumente denotado por L.

Definigao 3.1.6 (Supremo e Infimo) Seja D = (D, <) um poset. Se num subconjunto
A C D, UB(A) tem um menor elemento, ele é chamado de supremo de A e denotado por
LIA. Em outra dire¢ao, se LB(A) tem um maior elemento, ele é chamado de infimo de
A e denotado por [1A. Se A ¢ um conjunto finito A = {x1,...,x,} entao pode-se escrever

iUz U.. .Uz, exy Mz M. .. Mx,, respectivamente.

Definicao 3.1.7 (Reticulado) Seja D = (D, <) um poset. D é um reticulado se para

todo subconjunto finito A C D tem-se que [lAeDellaeD
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Definigao 3.1.8 (Reticulado Completo) Um poset D = (D, <) com maior e menor ele-
mentos, T e L, respectivamente, onde para todo subconjunto A C D, [lAepDeldAaeD

chama-se reticulado completo.

Definigao 3.1.9 (Fungao Monotonica) Sejam D e E posets. Uma fungao f : E — D

¢ chamada monotodnica se para cada x,y € D tal que x <y, tem-se que f(x) < f(y).

Defini¢ao 3.1.10 (Isomorfismo) Dois posets, D e E, estao isomorficamente ordena-
dos se existe uma fungdo bijetiva e monoténica f : D — E, tal que f~' : E — D (sua

inversa) também é monotonica. Neste caso f chama-se isomorfismo entre D e E.

3.2 O Construtor Intervalar

Em 1991, Acidly [3] usou a ordem de informagao como base para desenvolver uma funda-
mentacao computacional para a teoria intervalar de Moore.

Assim como a defini¢ao de intervalos reais, a ordem de informacao sobre o conjunto de
intervalos reais depende da ordem usual da reta. Com isso, pode-se generalizar esta cons-
trugao considerando qualquer conjunto de ordem parcial, ao invés do conjunto dos ntimeros
reais. Isso significa que pode-se pensar em um conjunto de intervalos como sendo a imagem

de um construtor na categoria POSET.

Definigao 3.2.1 Seja D = (D, <) um poset. O poset [(D)T = (I(D)",C) !, onde:
1. I(D) ={la,b] : a,b € D e a < b}
2. (D)" =I(D)u{T}

3. [a,b]Cle,dl a<c<d<b

L Originalmente o construtor intervalar nio considera “ T7, o topo, o qual pode ser pensado como o
“intervalo vazio”.
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4. X T T para todo X € (D) T

¢ chamado o poset de intervalos de D, onde [a,b] = {x € D : a < x < b} poderia ser

pensado como um par ordenado ou como o conjunto de elementos de D entre a e b.

H& duas fungoes naturais de I(D) para D, que sdo as projegoes esquerda e direita: [ :

I(D) — D er:I(D) — D, respectivamente, definidas por:

A fungao [ é monotonica e, portanto, ¢ um morfismo do poset I(D)? para o poset D. A

funcao r nao é monotonica, mas isto pode ser superado revertendo a ordem sobre D.

Definigao 3.2.2 Seja D = (D, <) um poset. O poset oposto de D, denotado por D, ¢é

o par D? = (D%, <,,), onde D =D ex <,,y sey < z.

Assim, todo poset D tem um poset oposto e a fungao r : I(D) — D é monotonica.

Proposicao 3.2.1 Sejam D = (D, <p) e E = (E, <g) posets. Entio [(DXE) e(D)xI(E)

sao isomorfas.

Proposicao 3.2.2 Sejam D = (D,<p) e E = (E,<g) posets. Sejam f,g : D — E
fungdes monotonicas tal que f C g (isto €, f(x) <g g(x) para cada x € D). Entdo a fungao

F :1(D) — I(E) definida por

F([a,b]) = [f(a), g(b)] (3.3)

€ a unica fung¢ao monotonica que comuta o diagrama da figura 3.1.

As provas para as proposigoes 3.2.1 e 3.2.2 podem ser encontradas em [6].

Teorema 3.2.1 Seja D = (D, <) um reticulado. Entdo I(D)" ¢ um reticulado.

2I(D) = (I(D),C) onde C ¢ igual a C em I(D) " restrita a I(D).
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p—1 g

z z
D) —- - 1(E)
. r

p—Y . F

Figura 3.1: Diagrama comutativo para F([a,b])

Prova: Se [a,b],[c,d] € [(D)" entao provaremos que:
[aUe,bMd] seale<bMd,
la,b] U [c,d] =

T senao.

[a,b] M [e,d] = [aMe,bLd].

Suponha que [u,v] € I(D)"T é um majorante de [a,b] e [c,d], isto ¢, [a,b] T [u,v] e
le,d] C [u,v]. Assim a < wu, c<wu,v<bewv <de, portanto, allc <uev < bMd. Como
u < v entao, allec < bMd. Logo, [aUc,bMd| C [u,v].

Suponha agora que [u,v] € I(D)" é um minorante de [a,b] e [c,d], isto ¢, [u,v] C [a,b] e

[u,v] C [e,d]. Assim, u < a,u<c,b<ved<wv. Portantou<alceblUd<w.

3.3 Igualdade Local

Scott [49] propos uma alternativa de axiomatizagao para a igualdade visando englobar os
objetos definidos parcialmente. Esta axiomatizacao substitui o axioma da reflexividade,

r =z, por

(refl)x = x < def(x), (3.4)
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onde def(x) significa que z esta definido.

Os modelos para a teoria da igualdade de Scott sao os {2-conjuntos.

Definicao 3.3.1 (Algebra de Heyting Completa) Uma algebra de Heyting com-
pleta, cHa, é um reticulado completo Q0 que satisfaz a lei da \/,\ — distributividade; a

saber:

pA Vg =\ {prg} (3.5)

jeg jed
para todop € Qe {q;:je J} CQ.

Definigao 3.3.2 (Q2-conjuntos) Dada uma algébra de Heyting completa 2, um Q-conjunto
¢ uma estrutura da forma: (A,[. =.]: Ax A — Q,|def] : A — Q), onde:

(i) |z = a] = ldef(2)](refl)
(i) |z =y| = |y = z|(simetria)
(111) [z =y Ay = 2] < |z = z]|(transitividade)

Sobre qualquer Q-conjunto é possivel definir a relagao de equivaléncia [. = .] : Ax A — Q

da seguinte forma 3:

[z =yl = ((Idef (@) v ldef (W) = 1z = y])- (3.6)

Santiago estendeu a igualdade simples de Scott de tal forma que a consisténcia se torna
uma relacdo de equivaléncia mais fraca [44].
A teoria da igualdade local,lo:c, estende a teoria da igualdade de Scott, acrescentando

0s seguintes axiomas:

(i) 2=z o [def(x)] (ref))

3= ¢ definida canonicamente na algebra de Heyting completa. Ver [42, 41]
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(ii) = Cy oy Ly (simetria)

(iii) [def(zUz2)] — (x CoynyLs g z) (transitividade local)
(iv) zUz =2

(v) zUy=yUzx

(vi) zU(yUz2)=(zUy) Uz

Onde U é um simbolo funcional binério.

Os modelos para a teoria da igualdade local sao os conjuntos locais definidos a seguir.

Definicao 3.3.3 (Conjunto Local) Os conjuntos locais sdo §2-conjuntos acrescidos das
operagoes |. e J:AxA—-Qell: Ax A — A, onde |. e J e U tém as seguintes

propriedades:

(i) |z = o] < def(x)

(ii) [+ =yl = [+ = y]

(iii) [def(zU2)] = (Jo Z y) Ay < 2] = [ 2])
() l[ala=a]| =T

(v) [aub=bUa] =T

(vi) J[au (bUc)=(aUb)Uc]| =T

onde T € o topo de Q.

A relagao |. toc ] pode ser definida canonicamente a partir de um 2-conjunto com uma

operagao U : A x A — A que satisfaz (iv) — (vi) da seguinte forma:
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[ % y] = [def(zUy)] (3.7)

Note que esta nao é a Unica maneira de se obter canonicamente esta relagao e esta
operacao a partir de um {2-conjunto, o importante é que ela satisfaca os seis axiomas da

teoria da igualdade local que venha a ser um modelo da teoria da igualdade local.

Proposicao 3.3.1 Seja A um Q-conjunto e Ll : Ax A — A satisfazendo (iv-vi) da definigao
3.3.3. Entao o conjunto local canonicamente obtido como acima satisfaz os seis axiomas da

teoria da igualdade local.

Prova: Trivialmente os axiomas (iv) - (vi) sdo satisfeitos.

(i) [z < 2] = [def(zUa)] = [def ()]
(ii) [z £ y] = [def(zUy)] = [def(yUa)] = [y < 2]

(i) Como [def(z U 2)] = |z e z||, entéo o axioma (iii) da teoria da igualdade local é uma

tautologia da forma o = (3 = «). *

Santiago em [47]| construiu um modelo intuicionista para a igualdade local. Entretanto a
logica subjacente de CASL, apesar de parcial, é classica, e isso faz com que seja necessério
definir um modelo booleano para que se possa utilizar a igualdade local em CASL, sendo

assim propoe-se a seguinte definicao.

Definigao 3.3.4 Sejam D um reticulado e Q = {0, 1} a dlgebra de Heyting completa boole-
ana. Definem-se as operagoes |[def]| : 1(D)T — Qe =]:1(D)" x (D))" — Q da seguinte

forma:

(1) |def(X)] =1 se e somente se X € I(D),

4Observe que a igualdade nas provas acima, [z oe yl = [def(z U z)] = [def(x)] interpreta a equivaléncia
dos axiomas na algebra de Heyting completa 2. Analogamente o < interpreta a implicagao.



26

(i) [ X =Y] =1 se e somente se |[def(X)| =1A[def(Y)|]=1ANXCYAYLCX
Proposicao 3.3.2 [. = .| ¢ uma igualdade simples para I1(D). O
Prova: E suficiente mostrar que a igualdade intervalar satisfaz o axioma (refl) ja que é

sabido que ele é simétrico e transitivo. Assim,

[X = X] =1 se e somente se [def(X)] =1AX C X se e somente se [def(X)] =1 (3.8)

e portanto os intervalos munidos desta igualdade sao um €2-conjunto.

Definig¢ao 3.3.5 (Igualdade Local Intervalar) Sejam Q = {0,1} a dlgebra de Heyting
completa booleana e D um reticulado. A igualdade local intervalar ¢ a funcgao |. e I

I(D)" x I(D)T — Q definida por
[X % Y] =1 se e somente se [def(X NY)] =1 (3.9)
onde, N : 1(D)T x I(D)T — (D) ¢ definida por:
(i) TNX=T
(i) XNT=T
(111) [a,b]Ne,d] =[aUc,bMNd] sealle<bnd
(iv) [a,b] N ]e,d] =T se (alic) > (b d)

Proposicao 3.3.3 Seja D um reticulado. Entao (I(D),[. = .|, def,|. o J,0) € um con-

junto local.
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3.3.1 Algebras Localmente Ordenadas

Usando a teoria da igualdade local é possivel enfraquecer as condi¢oes de estruturas algébri-
cas, substituindo a igualdade classica pela igualdade local, ou seja, pode-se enfraquecer as
nogoes classicas de varias estruturas algébricas, tais como grupos, anéis e corpos considerando
a igualdade local ao invés da igualdade usual.

Por simplicidade notacional escreveremos ¢ s em vez de 3 toc s| = 1, como também,
que (D, [. =], [def], [- toc J,N) & um conjunto local e diremos, simplesmente, que % & uma

igualdade local sobre D.

Definicao 3.3.6 Seja ¢ wma tgualdade local sobre um conjunto D e duas operagoes bindrias,

+ e x sobre D. Considerando as sequintes propriedades:

loc

1. a4+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ para cada a,b,c € D

2. FExiste um wnico elemento 0 € D tal que para cada a € D, a+ 0 “i0+a

3. Para cada a € D, eziste um unico elemento (—a) € D tal que se a+b Ry para

algum b € D, entao R
4. a—i—blo:cbjtapam cada a,b € D

loc

5. a%(b+c¢) = (a*b)+ (axc) para cada a,b,c € D

6. a*(b*c)lo:c(a*b)*cpam cada a,b,c € D

7. Existe um tunico elemento 1 € D tal que para cada a € D, ax 1 “a%1xa

8. a*blo:cb*apam cada a,b € D

9. Para cada a € D ndo localmente igual a 0, existe um unico elemento a=' € D tal que

—1 loc 4 loc

— loc 4 loc loc _
a*a a 'xa e para algum b € D tem-se que axb=1=bxa, b=a"
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A estrutura <D,lo:c, +) ¢ um grupo local se ela satisfaz (1), (2) e (3). E um grupo
abeliano local se ela é um grupo local e satisfaz (4). A estrutura (D,lg, +,%) € um anel
local se <D,lo:c, +) € um grupo abeliano local e satisfaz (5) e (6). E wm anel comutativo
local se ela ¢ um anel local e satisfaz (8). E um anel comutativo local com unidade se
ela € um anel comutativo local e satisfaz (7). E um corpo local se satisfaz as propriedades
de (1) até (9). Se (D, o +) € uma dessas dlgebras mas ndo satisfaz a propriedade (6) ela é

chamada anel local nao-associativo.

loc

Definigao 3.3.7 D= (D, <, = +) € dito um grupo local ordenado (respectivamente um

grupo abeliano local ordenado) se
1. (D, <) é um reticulado
2. <D,lo:c, +) € um grupo local (respectivamente um grupo abeliano local)

3. 4+ € monotonico em relacao a <, isto € sea<ceb<dentioa+b<c+d

Definigao 3.3.8 D= (D, S,ZO:C, +) € dito um anel local ordenado (respectivamente um

anel comutativo, anel comutativo com unidade, corpo) se
1. (D, <) é um reticulado

2. D= <D,lo:c, +,%) € um anel local (respectivamente um anel comutativo, anel comutativo

com unidade, corpo)
3. + € monoténico em relacio a <, isto € sea<ceb<dentioa+b<c+d

4. Dado a € D, a satisfaz ou:
(i))Ve,y € D, tal que x <y, d xx <d'xyexxd <yxd Va' € D tal que a < d' ou

(it) Ve,y € D, tal que x <y, ' xy <d *xx ey*xad <xzxa Va' €D tal que d’ <a
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Lema 3.3.1 Seja D = (D, S,lozc, +, %) um anel local ordenado. a ey se, e somente se, para

cada c € D, axeLbxc,
Definicao 3.3.9 Sejam D= (D,gD,“’:CD,+D,*D) e E = (FE, SE,lng,+E,*E> anéis locais

ordenados. Uma funcao f: D — E ¢ um homomorfismo local se f satisfaz as sequintes

propriedades:
1. se a%p b entio fla) Ly F(b)
2. f € monotonica
3. fla+pb) Zp f(a) +p f(b)
4. flaxpb) =g f(a) =g f(b)

loc loc

Definigao 3.3.10 Sejam D= (D,<p,=p,+p,*p) ¢ E = (E,<p, =g, +g,*g) anéis locais
ordenados. Um homomorfismo local f : D — E € dito um isomorfismo local se f ¢é

bijetiva e f~1 também é um homomorfismo local.

Lema 3.3.2 Seja D= (D, +, ) um anel e < uma ordem parcial sobre D tal que (D, <) €

um reticulado. Define-se sobre I(D) as sequintes operagoes:

[a,0] & [c,d] = [a+ ¢, b+ d] (3.10)

[a,b] @ [e,d] = [ 14,LJA] (3.11)

onde A={ax*xc,axd,bxc,bxd}. Entio ® e ® estao bem definidas.
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Teorema 3.3.1 Seja D= (D, <,=,+,%) um anel ordenado (respectivamente um anel co-
mutativo, anel comutativo com unidade, corpo) tal que (D, <) € reticulado. Entao I(D)=

(I(D),C, [ foc I, ®, ®); onde
la,0) % [e,d]  def([a,b] N [e. d)) (3.12)

¢ um anel local ordenado (respectivamente um anel local comutativo, anel local comutativo

com unidade, corpo).

Prova: Supondo que (D,<,=, +, %) é um anel ordenado onde (D,<) é um reticulado.
Devemos provar que (I(D), E,lg,GB,@} ¢ um anel local ordenado. E direto provar que
(I(D), C,2 @) satisfaz as propriedades (1) e (4) da definicao 3.3.6. Claramente 0 = [0, 0]
satisfaz [a,b] ® 0 e [a, b] “oo [a, b] para cada [a,b] € I(D).

Supondo que [z,y] € I(D) satisfaz [a,b] ® [z, y] % [a,b] £ [z, y] @ [a, b] para cada [a,b] €
I(D) entao, em particular, quando [a,b] = [0, 0] tem-se que [0,0] & [z, y] e [0,0]. Assim,
[z, y] e [0,0]. Com isso, 0 satisfaz a propriedade (2).

A seguir a prova da propriedade (3) da definigdo 3.3.6 para I(D).

Dado [a,b] € I(D) é claro que [a,b] ® [—b, —a] e [0,0] and [—b, —a] @ |a, b] e [0, 0].

Isso prova-se que se [z,y] € I(D) satisfaz [a,b] ® [z, y] o 0,0] e [z,y] @ [a, b]
entdo [z, y] o [—b, —a).

De fato,

[a,b] ® [z,y] =a+z,0+y]
= [z +a,y + 0] (3.13)
= [z,y] & [a, b]

Se [z +a,y+b] foe [0,0] entao, x+a < 0e 0 < y+bou, equivalentemente, x < —a e —b < y.

Seja z = |_|{—b,:1:}. Uma vez que x < y e —b < y pode-se ter que z < y e, claramente,

x < z. Assim, [z,y] C [z, z]. Por outro lado, ja que —b < —a e x < —a tem-se que z < —a.
loc loc

Mas —b < z. Entdo, [—b, —a| C [z, z], logo [z,y] = [—b, —a].Assim, ([(D),C,=,&) é um

grupo abeliano local.
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A seguir a prova da propriedade (5) da definicdo 3.3.6 para I(D).
Seja [a,d'], [b, V], [c, ] € I(D). Por definigao tem-se que

[a,d] ® ([b,V] @ [c,c]) = [ 14,11 4] (3.14)

onde A= {axb+axc,axt +axc,a' xb+ad *xc,a*xV +a xc}. Por outro lado, tem-se que
(la,d] ® [b,b]) & (Ja,a] @ [c,]) = [ lc +[1D,LUc +LUD] (3.15)

onde C' ={axbaxb,a «ba +xV}eD={axc,axcd,a *xc,a *c}.

Note que, pela monoticidade da soma em D, tem-se que

[Me+lp<lMa<Ua<Uc+UbD
Assim, [ 1c +['1p,Llc +UD) © [14,14]. Entéo,

T1c+MNp, e+ [1a,L4],

que prova a propriedade (5).

A seguir a prova da propriedade (6) para I(D).

Seja [a,d'], [b,b'],[c,d] € I(D). Por defini¢do, tem-se que [b,0] ® [¢,¢'] = [z,y] onde
x :H{b*c,b*c’,b’*c,b’*c’} ey :U{b*c,b*c’,b’*c,b’*c’}. Além disso,

[a,d'] @ ([b,V] @ [c,¢]) = [ 14, L1 A] (3.16)

onde A = {a*z,a*y,d *xx,a *y}. Analogamente, [a,d']| ® [b,V] = [z,w] onde z =
H{a*b,a*b/,a’*b,a/*b’} e w :U{a*b,a*b’,a’*b,a’*b’}
Além disso,
(la,d] ® [b,b]) ® [c, ] = [ 1B,LUB] (3.17)

onde B={zx*c,zxcd,w*c,wx*c}

Seja C ={a*xbxc,axbxd,axb xciaxb «,a xbxc,a' xbxc,a «xV xc,a xb %}
Ha varios casos a serem analisados. Pode-se apenas provar a propriedade (6) em um caso
especial, os outros casos sao analogos. Entao, supondo que a e c¢ satisfazem a propriedade

(4)(i) da definigdo 3.3.7. Neste caso, serd provado que



32

[Ma<lloe<Ue<lUa

De fato, ja que = = H{b xc,bx b *c, b %'} tem-se que

a*x§ﬂ{a*b*c,a*b*c’,a*b’*c,a*b’*c’}.

Por outro lado, ja que a < d’ e a satisfazem a propriedade (4)(i), tem se que

a’*x§ﬂ{a’*b*c,a/*b*c’,a’*b’*c,a’*b’*c’}.

Entao,

HAg(a*xﬂa’*x)gﬂC’

Analogoamente prova-se que Llc<UA. Ja que

[a<lloc<Ueo<la

tem-se que [|_|A,|_|A] C [HC,HC].
Analogamente, pode-se provar que [|_|B,|_|B] C [ﬂ C,UC]. Assim,

T1a,La) 2 [B,LB]

como se queira, provou-se (6).

Propriedade (7) da definigdo 3.3.6 segue as propriedades (2) com 1 = [1, 1].

Propriedade (8) desta definigdo é direta.

Contudo se (D, <, +, ) é um anel comutativo ordenado com unidade entdo (I(D), C, s
, @, ®) é um anel comutativo ordenado local com unidade.

Supondo que (D, <,+,%) é um corpo ordenado. Deve-se provar que (I(D),C, lo:c, ®, ®)
satisfaz a propriedade (9) da definigdo 3.3.6.

Seja [a, b] € I(D) tal que [a, b] nao ¢ localmente igual a [0, 0]. Seja [c,d] = [a~'Tb7 o™l
b~']. Prova-se primeiro

[a,b] ® [c,d) L [1,1] L [e,d] ® [a, b] (3.18)
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Supondo primeiro que a que satisfaz (4).(:) da definigdo 3.3.7. Por definigao

[a,b] @ [c,d] = [ﬂ{a*c,a*d,b*c,b*d},U{a*c,a*d,b*c,b*d}] (3.19)

Umavezquec=a 'Mbted=a'Ubtemosquec<a ', ce<blal<deb!<d
Entao, ja que a e b satisfazem a propriedade (4).(7) da defini¢ao 3.3.7 temos que
axc<axal=1bxc<bxb'=11=a'va<axdand 1=0b"1xb<bx*d.
Entao,
[a,b] @ [c,d] =]axcMbxc,axdlbxd]

. (3.20)

Assim [a,b] ® [e, d] % [1,1] se a satisfaz (4).().
Supondo que b satisfaz (4).(i7) da definigdo 3.3.7. Neste caso a também satisfaz (4).(ii).

Assim, conclui-se que

[a,b] ® [c,d] =[axdMbxd,axclbxc]

3.21
C [1.1] o2
Entao [a,b] ® [c, d] e [1,1] se b satisfaz (4).(ii).
Supondo que a satisfaz (4).(i7) e b satisfaz (4).(i). Neste caso conclui-se
[a,0] ® [c,d] =[bxcMaxd,axclUbx*d] (3.22)

C [1,1]

Entao [a,b] ® [c, d] e [1,1] neste caso.

Resta provar que se [z,y] € I(D) é tal que [a,b] @ [z,y] e [1,1] e [z,y] ® [a,b] entdo
[z,y] % [e,d]. Assim, [a,b] ® [c,d] L [1,1] e [a,b] ® [z,y] L [1,1]. Entdo, por [1,1] ser
degenerado [a, b] ® [c, d] e la,b] ® [z,y]. Contudo, pelo lema 3.3.1, [c,d] e [z,y].00

Note que:

1. Se [a,b] e [c,d] sdo intervalos degenerados (isto é, a = b e ¢ = d), entdo [a,b] ® [c,d] e

la,b] ® [c, d] sao intervalos degenerados [a + ¢, a + ¢] e [a * ¢, a * ¢], respectivamente.
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2. Sex € [a,b] (istoéa <z <b)ey € [c,d] entdo x+y € [a,b]D[c,d] e xxy € [a,b®]c,d].

3. A propriedade (4) da definigao 3.3.7 foi usada para provar a associatividade do produto
no teorema 3.3.1. Contudo, se D = (D, <, =, +, x) é um anel ordenado (e também um
anel comutativo ordenado, anel comutativo ordenado com unidade, corpo ordenado)
que nao satisfaz a propriedade (4) da definigao 3.3.7 pode-se apenas garantir que
I(D) = (I(D), C, @, ®) é um anel local ordenado nao-associativo (e também um
anel comutativo ordenado nao-associativo, anel comutativo ordenado nao-associativo,

corpo ordenado nao-associativo).

As definigOes e teoremas para grupos e grupos abelianos podem ser obtidas de maneira

analoga a definicao 3.3.8 e o teorema 3.3.1.

3.4 A Estrutura Algébrica Local com Matriz Intervalar

Real

A aplicagdo seguinte mostra que um conjunto de matrizes intervalares real é um anel local
ordenado nao-associativo, recuperando contudo as propriedades bem conhecidas das matrizes

intervalares real [30].

Proposicao 3.4.1 Seja R = (R, <) o poset de nimeros reais com a ordem usual. R é um

reticulado.

Prova: Para todo X C R finito tem-se que LU X = maz(X) e [x = min(X).O

Um vez que (R, <,=,+,%), onde =, + e * sdo a igualdade, adigdo e produto comuns,
respectivamente é um corpo ordenado, entao pelo teorema 3.2.1, (I(R), C, lo:c, @, ®) definido
de acordo com o lema 3.3.2 e o teorema 3.3.1, é um corpo local ordenado. Note que (Ge®)

nesse caso coincidem com as definigoes 2.2.1 e 2.2.4, respectivamente.
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Definigao 3.4.1 Sejam A = (a;j) e B = (b;j) matrizes de nimeros reais de ordem m x n.
Pode-se dizer que A © B se bj; < a;; para cada i,j = 1,...,m. Analogamente, A = B se

a;; = b;; para cada i,j =1,...,m.

Proposicao 3.4.2 Seja M, 5, (R) o conjunto de todas as matrizes de niimeros reais de ordem

m X n. Entao (Mp,x,(R),C) € um reticulado.

Prova: E direta das propriedades dos ntimeros reais. [J

Definigao 3.4.2 Seja A = (a;;) e B = (b;j) em M« (R). Define a adicao de A e B,

denotada por A+ B, como a matriz C = (¢;;) cujos elementos sao dados por ¢;; = a;j + b;;.

Definigao 3.4.3 Seja A = (a;j) e B = (b;;) em M,,,x,,(R). Define o produto de A e B,

denotado por AxB, como a matriz C = (¢;j) cujos elementos sao dados por ¢;j = X7 ciby;j.

Proposicao 3.4.3 (M,,»»(R),C, =, +, %) é um anel ordenado com unidade que nao satisfaz

a propriedade (4) da definicio 3.3.8.

Prova: Ver [25]. O

Corolario 3.4.1 (I(M,,xn(R)), E,lg:,@,®> ¢ um anel local ordenado nao-associativo com

unidade.

Prova: Segue da prova do teorema 3.3.1. [J

Usando o construtor intervalar definido no lema 3.3.2 obtem-se o conjunto de intervalos
de matrizes de nimeros reais. Por exemplo, se A e B sao matrizes tal que A C B entao
[A,B] é o intervalo destas matrizes. Para Moore, uma matriz intervalar ¢ uma matriz cujos
elementos s@o intervalos. Todavia, claramente, cada intervalo de matrizes [A, B] pode ser

entendido como a matriz intervalar ([A4;;, B;;]). Em outras palavras tem-se um isomorfismo

local entre (M, 5, (R)) € My, xn(I(R)).
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3.5 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo vimos que a uniao de posets bi-fortemente consistentemente completos com
a teoria da igualdade local permite enfraquecer propriedades algébricas de certas algebras.
Com isso, possibilitar a aplicacao do construtor intervalar, ou seja, que o tipo intervalo para-
métrico possa adquirir as propriedades algébricas dos seus tipos passados como parametros.

Esse construtor sera especificado na linguagem de especificacao algébrica chamada CASL,

a qual vai ser introduzida no préximo capitulo.



Capitulo 4

CASL e HOL-CASL

As linguagens de especificagoes algébricas desenvolvidas nas décadas de 70 e 80 estao ba-
seadas em diversos fundamentos algébricos basicos. Apesar de existirem muitas linguagens
similares nao havia um framework comum o que impediu a disseminacao e aplicacao de resul-
tados de pesquisa em especificacoes algébricas. Em 1995 surgiu uma iniciativa internacional
para projetar um framework comum para trabalhar com especificagoes algébricas, o CoFI
(International Common Framework Initiative) que objetiva obter um acordo comum entre
os membros da comunidade de especificacoes algébricas a respeito dos conceitos basicos, das
linguagens em varios niveis, metodologia de desenvolvimento e suporte de ferramentas [32]
e, consequentemente, poder disseminar e aplicar os resultados de pesquisa em especificagoes
algébricas.

O grupo CoFI desenvolveu a linguagem de especificacao algébrica CASL (Commom Alge-
braic Specification Language). Esta linguagem reune caracteristicas ja encontradas em vérias
linguagens existentes como subsorts, fungoes parciais, logica de primeira ordem e especifica-
¢oes estruturadas e arquiteturais.

CASL consiste de varias partes importantes que podem ser entendidas e usadas separa-
damente. Estas partes estao associadas a como se constréi uma especificagao bem como ela
pode ser reutilizada. Esta divisao de CASL é vista como especificagoes basicas, especi-

ficagoes estruturadas, especificagoes arquiteturais e especificagoes de biblioteca.

37
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4.1 Especificacoes Béasicas

Uma especificacao basica de CASL denota uma classe de modelos CASL, que sao estruturas
de primeira ordem parcial poli-sortida: algebras onde sao permitidas fun¢des parcias ou
totais e predicados. Estas édlgebras sao classificadas por assinaturas que listam nomes dos
sorts, de fungoes e predicados juntamente com os seus perfis.

A especificagao basica de CASL inclui declaragoes, para introduzir componentes de assi-
naturas, e axiomas para dar propriedades a essas estruturas que sao consideradas os modelos
da especificacao. Os axiomas sao escritos em logica de primeira ordem e construidos sobre
formulas atdémicas que incluem igualdades forte e existencial, definibilidade de férmulas e
aplicagoes de predicados.

Em CASL um mesmo simbolo pode ser declarado com varios perfis numa especificagao,
a chamada sobrecarga de simbolo. Quando ocorre a sobrecarga de simbolo, o contexto é
quem determina o perfil do mesmo. Isso pode ser visto, por exemplo, quando declaramos
o simbolo “4” como uma operacao sobre naturais, inteiros, reais e strings. Ver exemplo na

figura 4.1, quando define-se a adi¢ao nos inteiros utilizando o simbolo “+”.

forall m,n,r,s: Int; a,b,c,d: Nat
(a-b)+(c-d)=C+c)-(b+4d

Figura 4.1: Sobrecarga de simbolo

O subsort é adequado para declarar um sort como um subsort de outro quando os valores
do subsort sao considerados no outro sort. Isso acontece, por exemplo na figura 4.2, quando
declara-se os inteiros (“Int”) considerando valores pertencentes ao sort dos naturais (“Nat”).

Especificacoes de tipos de dados com construtores e seletores sao frequentemente neces-
sarios. Existem construtores especiais para declaracao de tipos de dados que podem ser
loose, onde todos os modelos sao permitidos; generated, onde sao tomados apenas os mode-
los gerados pelos construtores, porém os mesmos dados podem ser construidos de diferentes

formas e free, onde sao permitidos os modelos onde os sorts sao declarados livremente pelos
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sort Nat < Int
forall a: Nat
a=a-20

Figura 4.2: Subsort

construtores.
Os construtores de CASL para especificagoes bésicas sao: declaragoes e defini¢oes (de
sorts, operagoes, predicados e tipos de dados), restrigbes na geragao de sorts e axiomas

(envolvendo declarago de variaveis, quantificadores, conectivos, formulas atomicas e termos).

e Sort

A declaracao de sort pode ser feita junto com outros sorts bem como sendo um subsort

(usando “<”). Os valores de um sort podem ser definidos através de uma férmula.

sorts Elem, List
sorts Nat, Neg < Int
sort Pos = {n : Nat . n > 0}

Figura 4.3: Declaragoes de sort

e Operagoes

As operagdes podem ser declaradas como total( usando “—") ou parcial (usando “—7”)
e, a elas, podem ser atribuidas as propriedades de associatividade (assoc), comutativi-
dade (comm), unidade (unit). Ver exemplos na figura 4.4, onde estao sendo declarados
os operadores de sucessor, subtragao e soma para os naturais. Observe que a soma é

total, associativa, comutativa e tem como elemento neutro o ntimero 0.

e predicados



40

ops 0 : Nat;
suc: Nat -> Pos;
-__: Nat * Nat ->7 Nat;

+__: Nat * Nat -> Nat, assoc, comm, unit O

Figura 4.4: Declaracao de operacgoes

A declaracao de predicado é semelhante a declaracao de operagao, porém nao existe sort
resultante. Os predicados podem ser definidos ao mesmo tempo que sao declarados.

Ver exemplos na figura 4.5.

preds odd : Nat;
__<__: Nat * Nat
preds even(n : Nat) <=> not odd(n);
<__ (m,n : Nat) <=>m<n\/m=n

Figura 4.5: Declaragao de predicados

e Tipo

14 7

Uma declaragao de tipo de dados ¢ feita usando “::=” onde, o simbolo a esquerda
declara o sort e cada alternativa a direita declara um construtor (possivelmente com
algum seletor). Os tipos de dados declarados como generated restringem os sorts através

de seus construtores. Ver exemplo na figura 4.6.

4.2 Especificacao Estruturada

As especificagbes estruturadas possuem as mesmas nocoes de assinatura e classe de modelos
das especificacoes basicas. De fato, a parte estruturada de CASL é essencialmente indepen-

dente dos detalhes da especificagao basica: a mesma estrutura pode ser usada tanto para
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spec Nat = free type Nat ::= 0 | suc(pre:? Nat)
spec Int =

Nat
then Jdef

generated type Int ::= __ - __(Nat;Nat)

forall a,b,c,d: Nat
a-b=c-d<=>a+d=c+b %(Int_equality)%

Figura 4.6: Especificagao generated

restringir as especificagoes bésica (por exemplo, eliminando funges parciais, subsorts, pre-
dicados ou quantificadores explicitos) como para estendé-las (por exemplo, fun¢oes de mais
alta ordem).

CASL utiliza o principio “mesmo nome, mesma coisa”’, ou seja, quando sao existem duas
ocorréncias do mesmo sort na mesma especificacao bésica, pode-se garantir que eles sao
interpretados a partir do mesmo conjunto. Para as operagoes e predicados, a situagao ¢ um
pouco diferente pois o “nome” é acompanhado do perfil.

O principio “mesmo nome, mesma coisa” é aplicado principalmente em unides e extensoes
- mas nao entre especificacoes nomeadas em bibliotecas pois, 0 mesmo sort pode ser usado em
diferentes especificacoes nomeadas na mesma biblioteca, com interpretagoes completamente
diferentes. Similarmente isso ocorre para operacoes ou predicados com mesmos perfis.

Quando especificacoes nomeadas estao “combinadas” na mesma especificagao estruturada
(com referéncia aos seus nomes - talvez indiretamente via outras especificagoes nomeadas),
as coincidéncias podem ser eliminadas traduzindo os simbolos usados nas especificagoes para
novos simbolos.

Um outro ponto em CASL, ¢ a facilidade de “esconder” (hidden) simbolos auxiliares, isto
é, simbolos que nao sao inerentes ao que vai ser especificado.

Uma especificagao “nomeia” uma especificacao, permitindo reuso por referéncia ao nome.
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Por exemplo, “Int” pode referir-se a especificagao de inteiros. Em CASL, uma especifica-
¢ao nomeada pode ter parametros; o corpo da especificacao é uma extensao do que esté
especificado nos parametros. Cada referéncia a especificacao requer instanciagao de todos
seus parametros. Por exemplo, “List” pode referir-se a uma especificagao que estende uma
especificacao parametrizada nomeada de “ Elem” entao, qualquer referéncia a “List” tem que
fornecer uma especificacao com argumento que seja compativel com “FElem”.

Na linguagem existem varias maneiras de construir especificagoes estruturadas que sao:

tradugao, reducao, uniao, extensao, etc.

e Traducao: A traducao de simbolos declarados para novos simbolos é especificada
dando uma lista de mapeamentos da forma old — new. Mapeamentos identificados
por old — old podem ser abreviados por old, ou simplesmente ser omitidos. Ver

exemplos na figura 4.7.

NAT with NAT |-> Natural, suc |-> succ_
NAT with op __+__ |-> plus, pred __<__ [-> 1t

Figura 4.7: Traducao

e Reducgao: A reducao significa remover simbolos da assinatura de uma especificacao, e
remover os correpondentes itens dos modelos. Quando um sort é removido, remove-se
todas as operacoes e predicados cujos perfis incluem aquele sort. CASL fornece duas
formas de especificar uma redugao: listando os simbolos a serem escondidos (hidden),
ou listando aqueles que devem ser revelados (reveal). No segundo caso, os simbo-
los mostrados podem também ser traduzidos para novos simbolos. Ver exemplos na

figura 4.8.

e Uniao: A uniao (and) de duas ou mais especificagoes é a unido de suas assinaturas. A
uniao pode ser vista de duas formas extremas: quando as especificagdes tem assinaturas
disjuntas, sua uniao fornece “almagamacao” dos seus modelos; quando eles tém a mesma
assinatura, resulta na “intersecao” dos modelos que satisfazem ambas as especificagoes

de uma s6 vez. Ver exemplos na figura 4.9.
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NAT hidden Pos, suc
NAT reveal NAT, O + < |-> 1t

b —_ == _—— ——

Figura 4.8: Redugao

NAT and String
MONOID and Commutative

Figura 4.9: Uniao

e Extensao: A extensdo (then) de uma especificagdo pode especificar novos simbolos
(conhecidos como “enriquecidos”’) ou apenas requerer propriedades novas a partir das

velhas. Ver exemplos na figura 4.10.

NAT then
sort NAT < INT;
ops __+__:Int * Int -> Int;

Figura 4.10: Extensao

A extensoes podem ser classificadas pela forma em que elas afetam a classe de modelos
especificada. Por exemplo, uma extensao pode ser chamada de conservativa quando
nenhum modelo é perdido. CASL fornece anotagoes como %implies, %def e %cons
para denotar, respectivamente, que a classe de modelo nao é mudada, que cada modelo
da especificacao pode ser unicamente estendido para um modelo de uma especificagao

estendida ou que a extensao é conservativa.

e Especificagoes Livres: Nas especificagoes livres (free) o caso mais simples de es-
pecificagao ocorre quando a especificagao restrita para ser interpretada livremente é
fechada. A assinatura da especificacao nao é mudada, mas os modelos estao restritos

ao seu modelo inicial. Ver exemplo na figura 4.11.
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free
{sort Nat; ops 0 : Nat; suc : Nat -> Nat}

Figura 4.11: Especificacao livre

Geralmente, uma especificagao livre (free) pode ser uma extensdo livre. Ver exemplo

na figura 4.12.

sort Elem then

free
{type Set ::= {} | {__}(Elem) | __U__(Set;Set)
op __U__: SetxSet -> Set, assoc, comm, idem, unit{}}

Figura 4.12: Especificacao livre como extensao

e Especificacoes nomeadas, genéricas e parametros: Uma especificacao pode ser
estruturada com a presenca de parametrizagao, onde o parametro é considerada uma

subespecificacao fechada. Ver exemplos na figura 4.13.

spec ELEM = sort Elem
spec LIST[ELEM] = free type List ::= nil | cons(Elem;List)

Figura 4.13: Especificacao genérica e parametrizagao

Uma especificagao nomeada é essencialmente uma extensao de todos seus parametros.
Uma referéncia a uma especificagao nomeada com parametros é chamada de “instan-
ciacao”, e tem que determinar um argumento de especificacao para cada parametro,
indicando como ele “ajusta” (fits), dando uma descri¢ao do parametro da assinatura

para o argumento da assinatura. Ver exemplo na figura 4.14.
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LIST[NAT fit Elem |-> Nat]

Figura 4.14: Instanciagao

4.3 Especificacao Arquitetural

Uma especificagao arquitetural em CASL consiste de uma lista de declaragdes de unidades
(units), indicando os modulos de componentes requeridos com especificagoes para cada um
deles, junto com uma expressao de unidade que descreve a forma como estes modulos
devem ser combinados para dar um resultado. As expressoes de unidades podem ser feitas

com amalgamacao, redugao, traducgao, etc. Ver exemplo na figura 4.15.

arch spec IMP_NAT_LIST =
units N : NAT;
F : NAT -> LIST[NAT]
result F[N]

Figura 4.15: Especificacao arquitetural

No exemplo da lista de naturais, figura 4.15, tem-se uma implementagao N de NAT,
uma fungao F' que estende algum N para uma implementacao de List[NAT], uma forma de
obter o resultado desejado: aplicando F' a V.

Os modelos da especificagao arquitetural em CASL sao requesitos para fornecer as unida-
des de N e F', bem como suas composicoes. Se a implementacao N de NAT for mudada, F
pode ser reusada, sem ser re-implementada, (F também pode ser mudada sem que N mude).

Para explicitar assungoes (assumptions) que sao partes de uma implementagao construida
sobre outras partes sao usadas as chamadas interfaces. Em CASL, interfaces sao expressadas
como especificagoes (estruturadas) ordinérias, onde os simbolos declarados pela especifica¢ao
nao somente tém que ser implementados, mas também tém que satisfazer todas as proprie-

dades declaradas.
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Um aspecto crucial de especificacoes arquiteturais é que elas nao s6 fornecem decompo-
sicoes de tarefas desenvolvidas dentro de pequenas sub-tarefas como também indicam como
compor (ou ligar) os resultados de sub-tarefas. Uma especificagdo de unidade expressa tudo
aquilo que quem esta implementando precisa conhecer.

E importante fazer a distingao entre estrutura de especificacoes e especificacoes de estru-
tura. Ao especificar, por exemplo, “INT” como uma extensao de NAT nao é preciso separar
as implementacoes das duas especificagoes. O que pode nao ser tao 6bvio é que a distinc¢ao
é realmente essencial, no minimo se uma especificacao esta usando o construtor de especi-
ficacdo estruturada fornecido pelo CASL, entao considera-se a uniao de duas especificagoes
com declaracao de simbolos comuns mas com diferentes axiomas. Se cada especificacao é
implementada separadamente, sem levar em conta as propriedades requeridas pela outra es-
pecificagao, pode acontecer que os simbolos comuns tenham diferencas e incompatibilidade
de implemetacao que nao podem ser combinadas.

Como ja foi visto anteriormente, um modelo de uma especificagao estrutural consiste de:

e um colecao de construtores de unidades, junto com

e a unidade (construtor) resultante da composi¢ao particular destas unidades

Os construtores sao constantes ou fungoes de unidades para unidades. No caso de serem
fungoes, sao sempre persistentes, estendendo seus argumentos. Quando fungoes tém mais
que um argumento, estes devem ser compativeis, implementando qualquer simbolo comum
da mesma forma.

Uma definicao de uma especificagao arquitetural especifica unidades e como elas sao
compostas.

Uma declaracao de unidade nomeia uma unidade que esta sendo desenvolvida, e da
seu tipo. Quando o tipo é uma especificacao ordinaria, a unidade serd um modelo ordinério
dela; quando o tipo é uma fungao, a unidade é uma fungao do modelo ordinario (compativel)
que estende os argumentos. Ver exemplo na figura 4.16.

A declaracao de unidade usando given fornece uma declaracao implicita de uma funcao

de unidade que é aplicada apenas uma vez. Se a declaragao de F' fosse substituida por L no
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N : NAT
L : LIST[NAT] given N
F : NAT -> LIST[NAT]

Figura 4.16: Declaracao de unidade

exemplo de especificacao arquitetural, entao uma implementacao da especificacao arquitetu-
ral poderia envolver ainda uma fungao que poderia dar uma implementacao de LIST|NAT)]
estendendo qualquer implementacao N de NAT.

Uma definigao de unidade nomeada como unidade pode ser obtida de unidades an-
teriores (na mesma especificagdo arquitetural), possivelmente envolvendo fitting, hidding,

tradugao, etc. Ver exemplo na figura 4.17.

=
I

F[N]
F[N fit ... ] hidden ...

=
Il

Figura 4.17: Definicao de unidade

Uma especificagao de unidade nomeia um tipo de unidade, permitindo o seu reuso.
As proprias especificagoes arquiteturais podem também ser reusadas como especificagoes de

unidades. Ver exemplo na figura 4.18.

unit spec GEN_LIST = NAT -> LIST[NAT]

Figura 4.18: Especificacao de unidade
As formas de expressoes de unidades mais usadas sao:
e aplicagdo (para argumentos compativeis): F[N], F[N fit.. ]
e abstracao: AN : NAT e...N ...

e traducao, reducao: U with ..., U hide ..., ...
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e amalgamagao (de unidades compativeis): N and C

4.4 Especificacoes de Bibliotecas

Bibliotecas em CASL sao formadas pela agregacao de defini¢oes de especificagoes estrutura-
das, visoes, especificagoes arquiteturais e especificagoes de unidades. Além disso, bibliotecas
podem importar especificacoes definidas em outras bibliotecas.

Quando especificacoes estao agregadas dentro de bibliotecas, surge a questao de visibi-
lidade de simbolos entre especificagoes. Em CASL, os simbolos disponiveis na especificacao
sao aqueles declarados dentro dela, junto com aqueles declarados como hidden nas especifi-
cagOes nomeadas que ela referencia. Assim, quando uma especificacao em uma biblioteca é
mudada, outras especificagoes podem ser afetadas.

Um outro aspecto consiste na visibilidade de especificagoes nomeadas. A visibilidade em
CASL é linear. Uma especificagdo pode apenas se referir aos nomes de especificagoes (e
visdes) que a antecedem na biblioteca.

Uma biblioteca tem um tnico nome, que é usado para que a biblioteca seja referenciada
a partir de outras bibliotecas. As bibliotecas CASL possuem ntmeros de versao que sao

importantes mas nao obrigatorios.

4.5 HOL-CASL

HOL-CASL é um sistema que fornece uma interface entre a linguagem de especificacao CASL
e o sistema de provador de teoremas Isabelle/HOL [39]. Isabelle esta baseado em taticas e
é implementado em ML. A légica pura é usada para representar uma variedade de logicas
dentro de Isabelle, uma delas é a HOL (higher-order logic). A logica de CASL é diferente
da loégica de Isabelle, que, por exemplo, nao aceita a parcialidade de CASL que é tratada
através do HOL-CASL uma vez que o provador de teorema nao atua diretamente na logica.
de CASL. O HOL-CASL transforma os teoremas a serem provados em submetas que serao

processadas pelo provador.
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A ferramenta HOL-CASL esté disponivel para méquinas linux e unix. Ela possui toda
a biblioteca basica de CASL, que inclui as especificagbes dos nimeros naturais, inteiros,
racionais, booleanos, relacao de ordem, algebra, entre outros, bem como alguns exemplos
prova de especificagoes.

Para se analisar especificacoes na ferramenta HOL-CASL sao necesséarias algumas ins-
trugoes que vao desde a escolha da especificagao, do contexto, até comandos para introduzir

axiomas ja provados para facilitar a resolucao das metas.

4.5.1 Exemplo

Com o objetivo de ver como funciona, basicamente, a ferramenta HOL-CASL vamos utilizar

a especificagao “Demo_ Nat.casl” [33]|. Ver figura 4.19.

library Demo_Nat
Jhprec { __+__ } < { __*x__1}

spec Nat =
free type Nat ::= 0 | suc(Nat)
ops __+t __, __ % __: Nat *x Nat -> Nat;
1,2: Nat;

forall m,n: Nat
.0+m=mn %(Nat_add_0)%
. suc(n) + m = suc(n + m) % (Nat_add_suc)%
.0xm=20 % (Nat_mult_0)Y%
.suc(n) *m=nx*m+m % (Nat_mult_suc)%
. 1 = suc (0) h(Nat_1_def)%
. 2 =suc (1) h(Nat_2_def)’

end

Figura 4.19: Especificacao Demo Nat.casl

Inicialmente deve-se carregar a especificagao, ou seja, no caso o nome do arquivo que
contém a especificacao que se quer analisar. Tal anélise é feita nao s6 nas especificagoes do
arquivo mas também naquelas que estao sendo usadas (importadas) pelas especificagoes do

arquivo. Para isso usa-se o comando:



use_casl ‘‘nome_do_arquivo’’;
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Apobs esse comando, se nao houver erros ao carregar a especificagdo, obtem-se represen-

tagoes dos axiomas como saida, ou seja, sao gerados valores.

HOL-CASL> use_casl"Demo_Nat";
Reading Demo_Nat.casl

Analyzing spec Nat...

Number of encoded axioms: 9

val Nat_1_def = "1 = (suc(0))" : thm
val Nat_2_def "2 = (suc(1))" : thm
val Nat_add_0 "(0+ ?m) = 7m" : thm

val Nat_add_suc = "((suc(?n))+ ?m) = (suc((?n+ 7m)))"
val Nat_mult_O = "(0O*x ?m) = 0" : thm
val Nat_mult_suc = "((suc(?n))* ?m) = ((?n*x ?m)+ 7m)"

val ga_disjoint_O_suc = "not 0 = (suc(?7Y0.0))" : thm
val ga_generated_Nat =
"[1 ?P0.0 0; !!x1. ?P0.0 x1 =>7P0.0 (suc(x1)) [] ==> 7
val ga_injective_suc =
"((suc(?X0.0)) = (suc(?Y0.0))) = (7X0.0 = ?Y0.0)" : thm
structure Nat :
sig
val axioms : (string * thm) list
val casl : casltheory
end
Trying Demo_Nat.ML
val it = () : unit

: thm

: thm

P0.0 7x0.0"

: thm

Figura 4.20: Anélise de Demo_ Nat.casl

Neste exemplo podemos ver que foram gerados 9 axiomas: 6 sao vistos na especificagao,

os nomes destes estao relacionados com os comentarios que existem ao lado de cada axioma

na especificagao da figura 4.19 e existem 3 axiomas gerados, “ga_". Neste exemplo temos os

axiomas gerados que definem que:

1) 0 nao é sucessor de nenhum outro elemento;

2) a geragao de um namero natural através da indugao, onde a hipotese esté limitada por



51

w224 ]2 .
(e <[ ;

3) se existe o sucessor de um elemento que é igual ao sucessor de outro elemento entao, estes

elementos sao iguais.

Em seguida deve se definir o contexto(especificagdo) no qual se quer provar os teoremas,
da seguinte forma:

CASL_context ‘‘especificagdo.casl’ ;

HOL-CASL> CASL_context Nat.casl;
val it = () : unit

Figura 4.21: Definicao do contexto

O contexto deve ser definido uma vez que, em um mesmo arquivo, podem existir varias
especificagoes dele ou “importadas” de outros arquivos. Para o nosso exemplo nao existe
duvidas quanto ao contexto a ser trabalhado, pois no arquivo s6 exite uma especificacao. A
definicao do contexto pode ser vista na figura 4.21.

Uma vez feita a analise é importante que se adicionem os axiomas da especificagao dentro
do simplificador Isabelle/HOL, isso pode ser feito usando o comando que segue:

AddsimpALLQ);

Para realizacao das provas ou metas para a especificacao usa-se a palavra Goal e em
seguida descreve-se o que se quer provar.

Goal‘‘...’’;

Dependendo da meta construida podem ser geradas vérias submetas a serem resolvidas,
para conseguir provar a metas. Por exemplo, podemos tentar provar a meta da figura 4.22.

Observa-se no exemplo acima que no nivel 0, primeiro passo, foi gerada uma submeta a
ser provada.

Para resolver as submetas o simplificador automético de Isabelle contém véarias taticas que
podem ser usadas. Algumas dessas taticas sao “induct tac”(induz variaveis), “resolve tac’e

“assume_tac”(tenta resolver submetas com auxilio de teoremas definidos em Isabelle ou na
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HOL-CASL> Goal"1+1=2";
Level 0 (1 subgoal)
(1+ 1) = 2

1. (1+1) =2
val it = [] : thm list
HOL-CASL>

Figura 4.22: Declaracao de meta

propria especificacao carregada, simplificando as provas envolvendo eliminagao ou destruigao

de regras).

HOL-CASL> by (Simp_tac 1);
Level 1

1+ 1) =2

No subgoals!

val it = () : unit
HOL-CASL>

Figura 4.23: Resolvendo a meta

Na figura 4.23 observamos que nao foi gerada submetas, “No subgoals” , mostrando que
a meta foi provada através do simplificador no nivel 1.
Depois de provadas as metas, é possivel salvar o resultado nomeando-o com o comando

“ged”, para que as provas possam ser utilizadas posteriormente. Ver figura 4.24.

HOL-CASL> ged "one_plus_one";

val one_plus_one = "(1+ 1) = 2" : thm
val it = () : unit
HOL-CASL>

Figura 4.24: Salvando a meta

Outras taticas podem ser encontradas em [33, 37, 36, 35, 39).
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4.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo vimos varias partes da linguagem CASL onde podemos observar que esta
suporta parcialidade bem como a possibilidade de tratar sort a partir de outros sorts, ou
seja, permite parametrizacao. Estes fatos sao de bastante relevancia para a construcao do

tipo intervalar paramétrico. E para provar a especificacao usaremos o HOL-CASL.



Capitulo 5

Tipo Intervalar Parametrizado

Desde o final da década de 50, quando o tipo intervalar foi proposto por Moore e Sunaga,
algumas das areas da ciéncia que utilizam dados continuos e se deparam com problemas de
erro de maquina vém adotando, de varias formas, o tipo intervalar. Uma delas é estendendo
linguagens de programacao de alto nivel, como Pascal e Java, somando aos seus sistemas de
tipos o tipo intervalo. Outro exemplo ¢ a ferramenta Matlab, para o qual foi construida uma
biblioteca com operagoes e fungdes para trabalhar com esse tipo de dado [12].

Em linguagens de alto nivel orientada a objetos, como Java, uma importante caracte-
ristica é o conceito de reutilizacao, o que faz com que muito do que ja existe seja usado
como parte de novos projetos. Isso foi um dos principais pontos com que fizeram com que
tais linguagens se tornassem bastante utilizadas. Os tipos abstratos de dados (TAD) se pro-
poem a modelar alguma estrutura e podem ser aplicadas em vérias situacoes e se comportar
obedecendo suas regras de construgao associadas a aplicagao.

Os trabalhos ja realizados utilizando o tipo intervalo adotam apenas um tipo de dado, ou
seja, definiu-se um intervalo de nimeros naturais, inteiros, racionais, ou outro tipo basico. A
relevancia de se ter um tipo intervalo que possa absorver qualquer tipo de dado, faz com que
ele se torne um TAD, ou seja, uma estrutura que pode ser aplicada usando diferentes tipos
de dados de diferentes areas, de acordo com suas respectivas necessidades. A construcgao de

um TAD esta diretamente ligada a idéia do tipo parametrizado (ou paramétrico).

54
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A proposta deste trabalho é especificar a teoria que déa suporte & construcao de uma
estrutura intervalar que se comporte como um TAD, ou seja, o tipo intervalar parametrizado.
Dessa forma poderiamos ter uma estrutura generalizada que possa absorver como parametro
“qualquer” outro tipo de dado.

A idéia se resume em, tendo como base a especificacao de relagoes de ordem parciais,
podermos estender a biblioteca béasica de CASL acrescentando os conceitos de reticulado
para intervalos bem como a noc¢ao de igualdade local em intervalos para, assim, definir o
construtor intervalar, gerando a especificacao do tipo intervalo paramétrico .

Uma vez construidas as especificagoes na linguagem CASL utilizamos o provador de
teoremas HOL-CASL para desenvolver provas relacionadas a essas especificacoes a fim de
validé-las como funcionais.

As provas foram feitas utilizando-se como parametro o tipo (a especificagao) dos racionais
onde foram acrescentadas algumas caracteristicas a fim de podermos utilizar propriedades
desenvolvidas na especificacao dos niimeros racionais em nosso construtor intervalar.

A seguir vamos falar de cada biblioteca de especificagoes construida bem como o tipo

intervalar parametrizado foi provado.

5.1 Especificacao

Para a especificagao do tipo intervalar paramétrico foram construidas trés bibliotecas de

especificacoes, que sao:

e Especificacoes da algebra ordenada: Teve como base a especificacao Algebra_ I casl,
pertencente & biblioteca bésica de CASL. Onde foram adaptados alguns conceitos para

satisfazer a nossa especificacao.

e Especificagoes de reticulado: Esta é uma extensao da biblioteca RelationsAndOrders.csl

onde é acrescentada a nocao de reticulado oposto.

I'No texto as palavras paramétrico e parametrizado sdo equivalentes
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e Especificagoes para desenvolver e aplicar o construtor intervalar: nesta sao usadas
algumas especifica¢oes da biblioteca bésica de CASL e as mencionadas anteriormente,
ou seja, esta retine toda a fundamentacao teoérica para construir a especificagao do tipo

intervalar paramétrico.

5.1.1 Especificacdo da Algebra Ordenada

Na especificagao chamada Order Algebra.casl foi acrescentada a nocao de ordem parcial aos
conceitos de grupo, anel e corpo, para assim obtermos as algebras ordenadas. Com isso,
podemos trabalha-las como as algebras localmente ordenadas definidas no capitulo 3.
Algumas especificagoes presentes em Algebra_ I.casl, que complementam as especificacoes
das algebras cléssicas, foco do nosso trabalho, nao serdo mostradas pois nao alterarao nossos
resultados. A idéia foi criar um novo arquivo com o objetivo de nao alterar Algebra I
Porém, como o que pretendemos é estender, os resultados nao seriam diferentes se tivessemos

acrescentado a ela o que precisavamos. Algebra_ I pode ser vista no apéndice A.

library Order_Algebra

version 0.1

%% Extension Basic/Algebra_I of the authors: M.Roggenbach,
T.Mossakowski, L.Schroder

hprec {__*__} < {__~ __}

hprec {__ + __, __ - __, -__y<A{__/ __, __*_}

from Basic/RelationsAndOrders version 0.7 get PartialOrder

from Basic/Numbers version 0.7 get Nat, Int, Rat

%[introducdo da nogdo de ordem]’

spec BinAlg = PartialOrder

then

sort Elem



op __ * __: Elem * Elem -> Elem

spec SemiGroup =
BinAlg
then
op __ * __: Elem * Elem -> Elem
forall x,y,z : Elem . ((x xy) * z) = (x * (y * 2))
end
spec CommutativeSemiGroup =
SemiGroup
then
op __*__: Elem * Elem -> Elem
forall x,y : Elem . (x * y) = (y * x)
end
spec Monoid =
SemiGroup
then
ops e: Elem;
__ * __:Elem * Elem -> Elem, unit e
end
spec CommutativeMonoid =
Monoid
and

CommutativeSemiGroup
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end
%hla seguir foram incluidas as declaragdo e definigdo da operagdo do inverso
aditivo a fim de obter a comutatividade da adigdo para a especificagdo de
grupol’
spec Group =
Monoid
then
op invAdd__ : Elem -> Elem

forall x, y : Elem

. invAdd(x) * x e

. x * invAdd(x)

e
. X *y=e=>y = invAdd(x)
end

spec AbelianGroup =

Group
and
CommutativeMonoid
end
spec Ring =
AbelianGroup with sort Elem,
ops __ *x __ |-> __+ __,
e |-> 0
and

SemiGroup
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then
forall x,y,z:Elem

(x+y) xz)=((xx*x2z)+ (y *xz)) %(distributividade)?

(z x (x +7y)) ((z * x) + (z * y))
end
spec CommutativeRing =
Ring
and
CommutativeSemiGroup
end
% [CommutativeRing With Unity]%
spec IntegralDomain =
{CommutativeRing and CommutativeMonoid with op e |-> 1}

then

forall x,y: Elem

(x*xy) =0 = (x=0 \/ (y=0) %(n&o_divisio_por_zero)Y
. not (1 =0) %(zero_diferente_de_um)%
end
spec Field =
IntegralDomain
then

%[a seguir foram incluidas as declaragdo e definigdo da operagdo do inverso
multiplicativo a fim de obter a comutatividade da multiplicagdo para a

especificagdo de corpol
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op invMult__ : Elem -> Elem

forall x, y : Elem

invMult(x) * x = 1
. X % invMult(x) =1
. x xy=1=>y = invMult(x)

end
%[nas especificagBes seguintes sdo criadas as algebras ordenadas a partir
das algebras definidas anteriormente unidas a algumas propriedades como a
monoticidadel’
spec OrderedGroup =

Group
then
op __+__ : Elem * Elem -> Elem
forall a,b,c,d : Elem

(a<=c/\b<=4d) =>(a+Db<=c+d)

end
spec OrderedAbelianGroup =

{OrderedGroup and AbelianGroup}
end
spec OrderedRing =

{OrderedAbelianGroup and Ring}
then
op * : Elem * Elem -> Elem

%[definigdo da nogdo de numeros positivos e negativos]’
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forall a : Elem
(forall a’ : Elem . a <= a’ =>
(forall x,y : Elem . (x <=y) =>
(a? *x x <= a’*y /\ x *xa’ <=y *a’))) \/
(forall a’ : Elem . a’<=a =>
(forall x,y : Elem . (x <=y) =>
(a2 * y<=a’*xx /\y *a <=x * a’)))
end
spec OrderedCommutativeRing =
{OrderedRing and CommutativeRing}
end
spec OrderedCommutativeRingWithUnity =
{OrderedCommutativeRing and IntegralDomain }
end
spec OrderedField =
{OrderedCommutativeRingWithUnity and Field }

end

5.1.2 Especificagao do Construtor Intervalar

Nesta biblioteca inicialmente foi definida a especificagao de um par de elementos que tem
como parametro qualquer estrutura que obedeca as condig¢oes de reticulado, o que vai nos
garantir que as estruturas serao limitadas inferiormente e superiormente.

Os elementos, esquerdo e direito, em Pair nao obedece nenhuma ordem. Em interval a
ordem entre esses elementos é estabelecida e é acrescentada a ordem de informagao, que faz

parte da definicao do construtor intervalar e a operacao de intersecao, que é fundamental
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para posterior defini¢ao de igualdade local entre intervalos.

Para completar aplicamos as algebras ordenadas toda essa fundamentagao o que nos
possibilitara chegar a provar a proposa deste trabalho, que é aplicar nessa estrutura intervalar
um tipo de dado qualquer 2. Como exemplo utilizamos os racionais, que é a especificacao de

Rat que encontramos em Numbers.casl

library ConstrutorIntervalar

version 0.1

from Numbers version 0.7 get Rat

from Order_Algebra version 0.1 get OrderedGroup, OrderedAbelianGroup,
OrderedRing, OrderedCommutativeRing,

OrderedCommutativeRingWithUnity, OrderedField

%lespecificagdo de um tipo que & formado por um par de elementos que pertencem
a um conjunto que obedece a estrutura de reticuladol

spec Pair[lattice] =

def
generated type Pair ::= [__..__](left:Elem;right:Elem)
ops

left__ : Pair -> Elem;

right__ : Pair -> Elem;

forall a,b : Elem

. left([a..b])

a %(projegdo_esquerda)?,

. right([a..b]) = Db %h(projegdo_direita)¥

[left([a..b])..right([a..b])] = [a..b]

2Este tipo ja deve estar especificado e bem formado
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then
%[definicdo do tipo intervalo paramétrico, aqui o par de elementos

obdecem a uma ordem]%
sort Interval = {a : Pair . left(a) <= right(a)}
then

pred __InfOrder__:Interval*Interval; %(ordem_de_informagdo)%
forall x,y : Interval

. X InfOrder y <=>

((Qeft(y) <= left(x)) /\ (left(x) <= right(x)) /\ (right(x) <= right(y)))

then
%»[a intersegdo é definida através do infimo e supremo de dois intervalos]l’
op __cap__ : Interval * Interval ->7 Interval %h(intersecdo)’
forall x,y : Interval

. exists z : Interval . x cap y = z if

(def ([sup(left(x),left(y))..inf (right(x),right(y))]) /\
z = [sup(left(x),left(y))..inf(right(x),right(y))])
end
%[a igualdade local é definida através da intersegdo. Isso nos proporcionard
a garantia dos axiomas dessa teoriall
spec IntervallocalSet[lattice] =
Pair[lattice]

then

pred __loc__ : Interval * Interval %(igualdade_local)

forall x,y : Interval
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. x loc y <=> def(x cap y)
end
hla seguir teremos aplicagdo de intervalo local nas algebras de grupo,
anel e corpo.l’
spec IntervallocalGroup[OrderedGroup] =
IntervalLocalSet[latticel
then
__oplus__ : Interval * Interval -> Interval; %(soma_intervalar)
invAdd__ : Interval -> Interval
forall x,y,z,w: Interval
. x oplus y = [(left(x) + left(y))..(right(x) + right(y))]

((x InfOrder y) /\ (z InfOrder w)) => ((x oplus z) InfOrder (y oplus w))

((invAdd(x) oplus x) loc y) /\ y = [e..e]

((x oplus invAdd(x)) loc y) /\y

[e..e]
((((x oplus y) loc z) /\ ((y oplus x) loc z) /\ z = [e..e]) => y = invAdd(x))
((x oplus y) oplus z) loc (x oplus (y oplus z))
end
spec IntervalAbelianLocalGroup[OrderedAbelianGroup] =
IntervalLocalGroup [OrderedGroup]
then
forall x,y : Interval
(x oplus y) loc (y oplus x) %(comut_soma_intervalar)
end

spec IntervallLocalRing[OrderedRing] =



IntervalAbelianlocalGroup[OrderedAbelianGroup]

then

op __otimes__ : Interval * Interval -> Interval
forall x,y,z : Interval
. X otimes y =
[(inf (inf (left (x)*left(y),left(x)*right(y)),
inf (right (x)*left(y) ,right (x)*right(y))))..
(sup(sup(left(x)*left(y),left(x)*right(y)),

sup(right (x)*left(y),right (x)*right(y))))]

% (mult_intervalar)9

(x oplus (y otimes z)) loc ((x otimes y) oplus (x otimes z))

then
forall a, a’ : Interval
.((a InfOrder a’) =>
(forall x,y : Interval . (x InfOrder y) =>
(((a’ otimes x) InfOrder (a’ otimes y)) /\

((x otimes a’) InfOrder (y otimes a’))))) \/

((a’ InfOrder a) =>

(forall x,y : Interval . (x InfOrder y) =>
(((a’ otimes y) InfOrder (a’ otimes x)) /\
((y otimes a’) InfOrder (x otimes a’)))))

end

spec IntervalCommutativeLocalRing[OrderedCommutativeRing] =

IntervalLocalRing[OrderedRing]

then
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forall x,y : Interval
(x otimes y) loc (y otimes x) %(comut_mult_intervalar)?,
end
spec IntervalCommutativeLocalRingWithUnity[OrderedCommutativeRingWithUnity] =
IntervalCommutativeLocalRing[OrderedCommutativeRing]
then
forall x,y,z : Interval
(((x otimes y) loc z) => ((x loc z) \/ (y loc z))) <=> z = [0..0]
. not (x loc y) <=>x = [1..1] /\ y = [0..0]
end
spec IntervallLocalField[OrderedField] =
IntervalCommutativeLocalRingWithUnity [OrderedCommutativeRingWithUnity]
then
ops invMult__:Interval -> Interval
forall x,y,z : Interval
((invMult(x) otimes x) loc z) <=> z = [1..1]
(((x otimes y) loc z) => (y loc invMult(x))) <=> z = [1..1]

end

%[Deste ponto em diante estaremos aplicando o intervalo paramétrico aos nidmeros
racionais]
spec RatOrderedField =

OrderedField with sort Elem |-> Rat

end
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spec IntervallocalRatField[RatOrderedField] =

IntervallocalField[OrderedField] with

ops __oplus__ |-> __+__,
__otimes__ |-> __*__
then
op
degen__ : Rat -> Interval

forall r : Rat;
. degen(r) = [r..r] %(intervalo_degenerado)’

end

Trabalhando na aplicagao do construtor intervalar sobre os racionais, construimos as
especificagoes RatOrderedField e IntervalLocalRatField. Criamos a operacao que constroi
o intervalo degenerado. Esta tltima foi onde aplicamos nosso exemplo de prova pois, em
HOL-CASL temos que definir o contexto para o que queremos provar e no contexto dessa
especificacao temos o construtor intervalar aplicado a uma estrutura algebrica local que é

Rat.

5.2 Prova

Como ja foi dito no capitulo 3 para se provar metas no HOL-CASL devemos definir o con-
texto, descrever o que queremos provar e a partir disso aplicar taticas que nao gerem novas
submetas, o que garantira que o que se quer provar foi realmente provado e que a especificacao
funciona como desejado.

No nosso caso queremos que propriedades construidas em RatOrderedField (racionais com
caracteristicas de corpo) em uma estrutura intervalar local (com caracteristicas de corpo)

possam ser mapeadas para a estrutura intervalar.
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O exemplo construido foi de provar que qualquer intervalo somado a um intervalo de-
generado é uma operacao localmente comutativa. O que desejamos aqui é mostrar que
as operagoes dos racionais sao mapeadas para as operagoes construidas para o construtor
intervalar, no caso “+ |-> oplus”, bem como utilizarmos a igualdade local.

Primeiramente foi carregada a especificagdo onde obtemos na saida representacoes dos
seus axiomas que poderam ser usados em provas. Como a saida é muito extensa optou-
se por mostrar apenas parte como uma forma de visualizar como tais representacoes sao

construidas.

Uma vez carregada a biblioteca foi definido o contexto onde queremos fazer a(s) prova(s).

HOL-CASL> CASL_context IntervallocalRatField.casl;
val it = () : unit

HOL-CASL>

Como definimos que o contexto é a especificacao IntervalLocalRatField entao nos usare-
mos operagoes (ou predicados) desta para provar que se temos um intervalo z e um nimero

racional rentdo (z + degen(r)) loc (degen(r) + z).

HOL-CASL> Goal"forall x: Interval; r : Rat .
((x + degen(r)) loc (degen(r) + x))";
Level 0 (1 subgoal)
x+ (degen r)loc (degen r)+ x
1. x+ (degen r)loc (degen 1)+ X
val it = [] : thm list
HOL-CASL> by (resolve_tac [Ax020] 1);

Level 1
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x+ (degen r)loc (degen r)+ x
No subgoals!
val it = () : unit

HOL-CASL>

Ao utilizarmos como tatica o axioma Az020 = "(?zoplus ?y)oplus ?zloc Zxoplus (?yo-
plus ?z)": thm conseguimos nao gerar submetas, garantindo o desejado no nosso exemplo
e verificar que ha um mapeamento da operagao soma do racionais para operagao soma do
construtor intervalar ao usarmos a igualdade local.

Com isso, podemos observar uma transferéncia de uma operacao de uma especificagao

parametro para uma do construtor intervalar.

5.3 Consideracoes Finais do Capitulo

As especificagoes vistas neste capitulo incluiu teorias e defini¢oes vistas nos capitulos anteri-
ores. Especificagoes foram alteradas e criadas a fim de comporta-las. Embora nao tenhamos
utilizado e/ou conseguido abranger o todo das mesmas, pudemos obter um resultado positivo

agregando informacoes a linguagem e codificando a teoria.



Capitulo 6

Conclusao e Trabalhos Futuros

A escolha da linguagem utilizada, CASL, foi fundamental pois além de trabalhar com par-
cialidade em operacoes e predicados ela permite que especificagoes sejam passadas como
parametros influenciando as caracteristicas da especificagao parametrizada. Este fato nos
auxiliou muito pois isso foi usado com muita frequéncia na construgao das especificacoes.

Apesar de nos favorecer em varios aspectos CASL é uma linguagem nova e, como tudo
que é novo, tivemos algumas dificuldades no seu aprendizado. Este fato nos levou a entrar
em contato com seus desenvolvedores a fim de esclarecimentos, uma vez que nos documentos
existentes nao conseguiamos todas respostas.

Uma vez construidas as especificagoes tivemos que analisé-las e entao utilizamos CATS
[1] que faz apenas andlises sintéaticas. Com isso partimos para utilizar HOL-CASL que é
uma interface para o provador de teoremas genérico Isabelle. Nesta ferramenta tivemos um
problema inicial, pois a versao até entao construida nao suportava algumas caracteristicas
de CASL que usamos na nossa especificacao. A partir dai uma nova versao da ferramenta
foi construida para adaptar-se a essas caracteristicas e, enfim, pudemos realmente provar
teoremas para as especificacgoes.

Com a especificacao da generalizacao da matemaética intervalar [9] desenvolvida neste
trabalho, usando uma linguagem de especificacao algébrica, conseguimos construir uma, es-

trutura intervalar paramétrica a partir das teorias do construtor intervalar bem como da
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igualdade local.

Alguns trabalhos ja realizados utilizando o tipo intervalo adotam apenas um tipo de
dado, ou seja, intervalo de ntmeros naturais, inteiros, racionais, ou outro tipo basico. A
relevancia de se ter um tipo intervalo que possa absorver qualquer tipo de dado, faz com que
ele se torne um TAD, ou seja, uma estrutura que pode ser aplicada usando diferentes tipos
de dados de diferentes areas, de acordo com suas respectivas necessidades. A construcgao de
um TAD esta diretamente ligada & idéia do tipo parametrizado.

Com base na especificacao de relagoes de ordem parciais e de dlgebras, propomos estender
a especificacao basica de CASL acrescentando os conceitos de reticulado oposto bem como
a nocao de igualdade local em algebras para assim definir o construtor intervalar, gerando a
especificagao do tipo intervalo paramétrico. Esta especificagdo podera evitar que tenhamos
que desenvolver especificacoes intervalares para cada tipo de dados continuos encontrados em
aplicagoes do dia a dia, ou seja possibilitara a reutilizagao da especificacao do tipo intervalor,
acrescentando somente as caracteristicas proprias de cada tipo. Por exemplo, o tipo de in-
tervalos reais pode ser necessario para modelar valores reais em aplicagoes onde esses valores
sao obtidos via algum instrumento que mede com margens de erro; de intervalos complexos
para aplicagoes como processamento de sinais (por exemplo) que lidem com valores comple-
x0s; o tipo intervalar de imagens digitais pode ser usado para representar uma imagem real
obtidas via instrumentos (cAmeras fotograficas, imagens de satelites, mamografias, etc) que
discretizam a imagem real; etc. e com a especificacao intervalar paramétrica estes tipos de
intervalos poderao ser especificados instanciando esta especificagdo com as respectivas espe-
cificagoes dos tipos reais [43|, complexos e imagens digitais (ainda nao especificados) com
suas operacoes e propriedades algébricas. E claro que essas instancias do intervalo paramé-
trico poderao ser enriquecidas com propriedades e operagoes nao contempladas nas algebras
(ou inclusive a propria especificagao do tipo intervalo paramétrico podera ser estendida para
considerar “algebras” nao especificadas aqui).

Atualmente as linguagens de programacao que incluem tipos de dados intervalares, cha-
madas XSC (acronimo de eXtension for Scientific Computing) consideram diversos tipos de

intervalos como primitivos. O tipo de dado intervalar paramétrico nao faz parte de nenhuma
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linguagem de programacao hoje em dia. No entanto com a especificagao algébrica deste tipo
de dados esperamos que viabilize, num futuro préximo, o desenvolvimento de linguagens de
programacao XSC com o tipo de dado intervalar paramétrico como primitivo, de tal forma
que os operadores aritméticos intervalares possam ser implementados usando polimorfismo.

Neste trabalho fizemos alguns testes para nosso construtor intervalar encontrados na
secao 5.2. Esses testes foram simples porém inportantes para garantir a viabilidade de se
aplicar a especificacoes de outros tipos de dados bem como a matrizes, como no capitulo 3,

e assim ser aplicados em sistemas que usem esses tipos de dados.



Apéndice A

Especificacoes da biblioteca basica de

CASL

A.1 Algebra I.casl

library Basic/Algebral\_I

version 0.7

%% authors: M.Roggenbach, T.Mossakowski, L.Schréder

%h date: 23.3.01

hprec {__*__} < {__~__%}

hprec {__ +__,__ - __, -__y<A{__/ __, __ *__}

from Basic/RelationsAndOrders version 0.7 get TotalOrder, ExtTotalOrder,
RichTotalOrder, PreOrder, EquivalenceRelation

from Basic/Numbers version 0.7 get Nat, Int, Rat

spec

BinAlg =
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sort

Elem
op
__ * __: Elem * Elem -> Elem
end
spec
SemiGroup =
BinAlg
then
op
__ % __: Elem * Elem -> Elem, assoc
end
spec
SigPowerBinAlg [sort Exponent] =
BinAlg
then
op __ =~ __: Elem * Exponent -> Elem
end
spec
PowerTheorems [sort Exponent;
ops __ + __, __ * __: Exponent * Exponent -> Exponent] =
SigPowerBinAlg [sort Exponent]
then

forall x: Elem; n,m: Exponent



.x " (n+m=x "n*x "~ m %Power_add)

.x " (@m*xm=(x " n) " m % (Power_mult)%
end
spec
CommutativeSemiGroup =
SemiGroup
then
op __*__: Elem * Elem -> Elem, comm
end
spec
PowerTheoremsComm [sort Exponent;
ops __ + __, __ * __: Exponent * Exponent -> Exponent] =
SigPowerBinAlg [sort Exponent]
then
forall x,y: Elem; n: Exponent
. X~ n *x y- n=(x*xy)~ n % (Power_basemult)?’
end
view
CommutativeSemiGroup_in_ExtTotalOrder_max [TotalOrder]
CommutativeSemiGroup to ExtTotalOrder [TotalOrder] =
op
% __ |-> max
end

view
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CommutativeSemiGroup_in_ExtTotalorder_min [TotalOrder]

CommutativeSemiGroup to ExtTotalOrder [TotalOrder] =

op
__*__ |-> min
end
spec
Monoid =
SemiGroup
then
ops
e: Elem;
_ % __:Elem * Elem -> Elem, unit e
end
spec
CommutativeMonoid =
Monoid
and
CommutativeSemiGroup
end
view

CommutativeMonoid_in_Nat_Add:

CommutativeMonoid to Nat

sort



ops
e |-> 0,
L R B
end
view
CommutativeMonoid_in_Nat_Mult:
CommutativeMonoid to Nat
sort
Elem |-> Nat,
ops
e |-> 1,
ok > _x
end
view
CommutativeMonoid_in_Int_Mult:
CommutativeMonoid to Int
sort
Elem |-> Int,
ops
e |-> 1,

Elem |-> Nat,

7



end
spec
Group =
Monoid
then
forall x: Elem
. exists x’: Elem . x’ * x
end
spec
AbelianGroup =
Group
and
CommutativeMonoid
end
view
AbelianGroup_in_Int_Add:

AbelianGroup to Int

sort

Elem |-> Int,

e
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spec

end

spec

end

spec

and

then

MonoidAction [Monoid] =
sort

Space
op

__*__: Elem * Space -> Space
forall x: Space; a,b: Elem

. e *xx =X % (MAction_unit)Y%

(a*xDb) *x=a*x (b * x) % (MAction_assoc)

GroupAction [Group] =

MonoidAction [Groupl

Ring =
AbelianGroup with sort Elem,
ops * | -> +

|->0
Monoid with ops e, __x*

forall x,y,z:Elem

(x+y) xz=(x*2z)+ (y *x 2) %(Ring_distril)’
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czx (x+y)=(z*xx)+ (zx*xy)
end
view AbelianGroup_in_Ring_add:
AbelianGroup to Ring =

ops e |-> 0,

x>
end
spec
CommutativeRing =
Ring
and
CommutativeMonoid with ops e, __ * __
end
spec
IntegralDomain =
CommutativeRing
then
forall x,y: Elem
(x*xy=0=>((x=0\/y=0))
. not (e = 0)
end
spec
EuclidianRing =

IntegralDomain and {Nat reveal pred

%(Ring_distr2)%

% (noZeroDiv)Y,

% (zeroNeqOne) 7

_<__}
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then

op

delta: Elem ->7 Nat
forall a,b: Elem
. def delta(a) if not a = 0 %(ER_delta_dom)
(exists q,r : Elem . a =q * b + r /\
(r = 0 \/ delta(r) < delta(b) ))

if not b = 0 %(ER_div) ¥
end
view

EuclidianRing_in_Int :

EuclidianRing to Int

sorts
Elem |-> Int,
ops
delta |-> abs,
e |->1
end
spec
ConstructField =
CommutativeRing
then

axiom
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not e = 0
sort

NonZeroElem = { x: Elem . not x = 0 }

then
closed
{
Group with
sort Elem |-> NonZeroElem,
ops e, __*__
}
end

%% an obvious view which helps to write the specification ExtField:
view
AbelianGroup_in_ConstructField :

AbelianGroup to ConstructField

sort
Elem |-> NonZeroElem
end
spec
Field =
ConstructField hide sort NonZeroElem
end

view
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Field_in_Rat: Field to Rat

sort Elem |-> Rat,

ope |->1
end
spec
ExtSemiGroup [SemiGroup] given Nat =
hdef
SigPowerBinAlg [sort Pos]
then
forall x: Elem; n: Pos
.x " 1=x % (SGroup_pow_1)7%
. x ~suc(n) = x * (x ~ n) % (SGroup_pow_suc)’
% [then
%himplies
PowerTheorems [Nat fit sort Exponent |-> Pos]
1%
end
spec
ExtCommutativeSemiGroup [CommutativeSemiGroup] given Nat
hdef

ExtSemiGroup [SemiGroup]

end
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spec
ExtMonoid [Monoid] given Nat =
hdef
ExtSemiGroup [SemiGroup]
then
SigPowerBinAlg [sort Nat]
then
forall x: Elem
.x "~ 0=ce % (Monoid_pow_0)%
then %implies

forall n: Nat

. e~ n=e % (Monoid_pow_unit)%
hhand
Dot PowerTheorems [Nat fit sort Exponent |-> Nat]
end
spec

ExtCommutativeMonoid [CommutativeMonoid]
given Nat =
hdef
ExtMonoid [Monoid]
and
ExtCommutativeSemiGroup [CommutativeSemiGroup]
% [then

himplies
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1%

end

spec

%def

then

then

then

then

PowerTheoremsComm [Nat fit sort Exponent |-> Nat]

ExtGroup [Group] given Int =

ExtMonoid [Monoid]

ops

inv: Elem -> Elem;

__ / __: Elem * Elem -> Elem;
forall x,y: Elem
inv(x) * x = e

. x / y=x % inv(y)

SigPowerBinAlg [sort Int]

forall x: Elem; p: Pos

~

. x~ (- p)=inv(x ~ p)
himplies

forall x,y,z: Elem; n,m: Int

. x x inv(x) = e
.x=yifz*xx=2zx*xy
x=yifx*xz=y % 2z

% (Group_inverse_def)7

%(Group_div_def)%

% (Group_pow_neg) %

% (Group_right_inv)Y%
% (Group_left_canc)%

% (Group_right_canc)%
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%hand
YA
end
spec

Y%def

and

end

spec

Y%def

then

end

view
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. inv(inv(x))=x % (Group_inv_inv)7
. inv(e)=e %(Group_inv_e)%
. inv(x*y)=inv(y)*inv(x) %(Group_inv_prod)%

PowerTheorems [Int fit sort Exponent |-> Int]

ExtAbelianGroup [AbelianGroup] given Int =

ExtGroup [AbelianGroup]

ExtCommutativeMonoid [AbelianGroup]

ExtMonoidAction [MonoidAction [Monoid]] given Nat =

ExtMonoid [Monoid]

pred connected: Space * Space
forall x,y: Space
. connected(x,y) <=> exists a: Elem . a * x = y

% (Action_connected_def)%

PreOrder_in_ExtMonoidAction [MonoidAction [Monoid]] given Nat:

PreOrder to ExtMonoidAction [MonoidAction [Monoid]] =



end

spec

%def

and

then

end

view

end

spec

%def

sort Elem |-> Space,

pred __ <= __ |-> connected

ExtGroupAction [GroupAction [Groupl] given Int =

ExtMonoidAction [GroupAction [Group]]

ExtGroup [Group]

himplies

forall a,b:Elem; x,y: Space

.x=yifaxx=axy % (GroupAct_inj)%

. exists z: Space . a * z = X %(GroupAct_surj)%

EqRel_in_ExtGroupAction [GroupAction [Group]] given Int:

EquivalenceRelation to ExtGroupAction [GroupAction [Groupl] =

sort Elem |-> Space,

~ __ |-> connected

pred _

ExtRing [Ring ] given Int =
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ExtAbelianGroup [view AbelianGroup_in_Ring_add]

with ops  inv |-> -__,
/> -,
= " __ |-> __ times __
and
ExtMonoid [Monoid]
with op __ = __
and
preds

isIrred, isUnit: Elem

sorts
NonZero[Elem] = { x: Elem .
RUnit[Elem] = { x: Elem .
Irred[Elem] = { x: Elem .

forall x,y: Elem

. isUnit(x) <=> exists y: Elem

. isIrred(x) <=> (not isUnit(x) /\

=0 };

isUnit(x) };

isIrred(x) }

.xxy=e/\Ny*xx=¢e

%(Ring_isUnit_def)

forall y, z: Elem . (x =y * z => (isUnit(y) \/ isUnit(z))))

then
Y%def
ops

e: RUnit[Elem];

%(Ring_isIrred_def)’
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—__: RUnit[Elem] -> RUnit[Elem];
__ % __: RUnit[Elem] * RUnit[Elem] -> RUnit[Elem]
end

spec

ExtCommutativeRing [CommutativeRing] given Int =

hdef
ExtRing [Ring]
then
preds
hasNoZeroDivisors: ();
__ divides __ : Elem * Elem;
associated: Elem * Elem
forall x,y: Elem
. hasNoZeroDivisors <=> forall x,y: Elem. (x * y = 0 => x=0 \/ y=0)
% (hasNoZeroDivisors_def)¥
. X divides y <=> exists z: Elem. x * z =y
%(divides_def)%
. associated(x,y) <=> exists u:RUnit[Elem]. x=uxy
% (associated_def)Y,
then

himplies
forall x,y:Elem
. associated(x,y) <=> (x divides y /\ y divides x)

end



view

end

view

end

spec

%def

then

then

end

PreOrder_in_ExtCRing

PreOrder to

[CommutativeRing] given Int:

ExtCommutativeRing[CommutativeRing] =

pred

EqRel_in_ExtCRing [CommutativeRing] given Int:

EquivalenceRelation to

ExtCommutativeRing[CommutativeRing]=

pred

| -> associated

ExtIntegralDomain [IntegralDomain] given Int =

ExtCommutativeRing [CommutativeRing]

op __ * __: NonZero[Elem] * NonZero[Elem] -> NonZero[Elem]

himplies

axiom hasNoZeroDivisors
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spec
ExtEuclidianRing [EuclidianRing] given Int=
hdef
ExtIntegralDomain [IntegralDomain]
end
%l
spec
ExtField [Field] given Int=
hdef
ExtRing [Ring]
then
closed
{
ExtAbelianGroup[view AbelianGroup_in_ConstructField]

with sort NonZeroElem|->NonZero[Elem],

ops inv, __ / __, __ " __}
then

op

__/ __: Elem * Elem ->7 Elem;

forall x:Elem; n: NonZero[Elem]

. 0/n=0 % (Field_div_def1)Y

. not def x/0 %(Field_div_def2)Y%
then

himplies



end
1%

spec

end

spec

end

spec

end

spec

end

spec

end

spec

end

spec

forall x,y:Elem

. def x/y <=> not y=0 %(Field_div_dom)%

RichSemiGroup =

ExtSemiGroup [SemiGroup]

RichCommutativeSemiGroup =

ExtCommutativeSemiGroup [CommutativeSemiGroup]

RichMonoid =

ExtMonoid [Monoid]

RichCommutativeMonoid =

ExtCommutativeMonoid [CommutativeMonoid]

RichGroup =

ExtGroup [Group]

RichAbelianGroup =

ExtAbelianGroup [AbelianGroup]

RichMonoidAction [Monoid] =

ExtMonoidAction [MonoidAction [Monoid]]
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end

view PreOrder_in_RichMonoidAction [Monoid]:
PreOrder to RichMonoidAction [Monoid]=
sort Elem |-> Space,
pred __ <= __ |-> connected

end

spec RichGroupAction [Group] =
ExtGroupAction [GroupAction [Group]]

end

view EqRel_in_RichGroupAction [Group]:
EquivalenceRelation to RichGroupAction [Group]l=
sort Elem |-> Space,

pred _ | -> connected

end

spec RichRing =
ExtRing [Ring]

end

spec RichCommutativeRing =
ExtCommutativeRing [CommutativeRing]

end

view
PreOrder_in_RichCRing:

PreOrder to RichCommutativeRing =

pred
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end

view

end

spec

end

spec

end
AN

spec

end

1%

view

op

<= __ |-> __ divides __

EqRel_in_RichCRing:
EquivalenceRelation to RichCommutativeRing =
pred

__ |-> associated

RichIntegralDomain =

ExtIntegralDomain [IntegralDomain]

RichEuclidianRing =

ExtEuclidianRing [EuclidianRing]

RichField =

ExtField [Field]

CommutativeSemiGroup_in_RichTotalOrder:

CommutativeSemiGroup to RichTotalOrder =

* __ |-> max
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end

view
CommutativeSemiGroup_in_RichTotalOrder :
CommutativeSemiGroup to RichTotalOrder =
op
__*__ |-> min
end

A.2 RelationsAndOrders.casl

library Basic/RelationsAndOrders
version 0.7
%% authors: M.Roggenbach, T.Mossakowski, L.Schréder
%% date: 23.3.01
Jprec { __ cup __ } < { __ cap __}
from Basic/Numbers version 0.7 get Nat, Int, Rat
spec Relation =
sort
Elem
pred
__ 7 __: Elem * Elem
end
spec ReflexiveRelation =

Relation

then



forall
x:Elem
x T x % (reflexive)Y,

end

spec SymmetricRelation =

Relation
then
forall
x,y:Elem
x Tyify T x % (symmetric)¥
end

spec TransitiveRelation =

Relation
then
forall
X,y,z:Elem
x Tzifx Ty /Ny~ z %(transitive)¥
end

spec SimilarityRelation =
ReflexiveRelation and SymmetricRelation

end
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spec PartialEquivalenceRelation =

SymmetricRelation and TransitiveRelation

end
spec
EquivalenceRelation =
ReflexiveRelation and PartialEquivalenceRelation
end
spec
SigOrder[sort Elem] =
preds
—_— <= —_—— —_— < —_—
__>= __, __> __ : Elem * Elem;
forall
X,y:Elem
X >= y <=>y <= x % (SigOrder_geq_def)?
x <y <=> (x <=y /\ not (x=y)) %(SigOrder_less_def)
x>y <=>y<x %(SigOrder_greater_def)Y
end
spec

PreOrder =
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{ReflexiveRelation and TransitiveRelation}

with pred __ 7 __ |-> __ <= __
end
spec
PartialQOrder =
PreOrder
then
forall
x,y:Elem
x =y if x <=y /\y<=x % (POrder_antisym)?
end

spec TotalOrder =
PartialOrder

then
forall x,y:Elem
.x <=y \/ y<=x

end

view TotalOrder_in_Nat:

sort Elem |-> Nat

end

view TotalOrder_in_Int:

sort Elem |-> Int

end

%(TOrder_comparability)%

TotalOrder to Nat

TotalOrder to Int
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view TotalOrder_in_Rat : TotalOrder to Rat =
sort Elem |-> Rat

end

spec BooleanAlgebra =

sort Elem

ops
0,1: Elem;
_ cap __: Elem * Elem -> Elem, assoc, comm, unit 1;
__cup __: Elem * Elem -> Elem, assoc, comm, unit O;

forall x,y,z:Elem

x cap ( x cup y) = x % (absorption_def1)Y
x cup ( x cap y) = x % (absorption_def2)Y%
x cap 0 =0 % (zeroAndCap) %
xcup 1 =1 7% (oneAndCup) %

x cap ( y cup z) = (x cap y) cup ( x cap z) %(BA_distr_def1)%

x cup (y cap z) = (x cup y) cap ( x cup z) %(BA_distr_def2)
exists x’: Elem . x cup x> =1 /\ x cap x’ =0 %(BA_inverse_def)

then Yimplies
op __cup __, __ cap __ : Elem * Elem -> Elem , idem

forall x: Elem
. exists! x’: Elem . x cup x’ =1 /\ x cap
x? =0 %(BA_uniqueComplement)
end

spec



and

end

ExtPartialOrder [PartialOrder]

Y%def

SigOrder [sort Elem]

ops
inf,sup : Elem * Elem ->7 Elem
forall
X,y,2z: Elem
inf(x,y) = z <=>
z <=x /\ z <=y /\ (forall t: Elem
<= z)
sup(x,y) = z <=>
x <=z /\y <=2z /\ (forall t: Elem .
<= t)
then
himplies
ops
inf,sup : Elem * Elem ->7 Elem, comm
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Lt <=x /Nt <=y =>1t

%(inf_def)%

x<=t /\Ny<=t =z

% (sup_def)’



spec
ExtTotalOrder [TotalOrder]
hdef
ExtPartialOrder [PartialOrder]
and
{
ops
min, max: Elem * Elem -> Elem
forall
x,y: Elem
min(x,y) = x when x <= y else y
max(x,y) = y when x <= y else x
then
himplies
ops
min, max: Elem * Elem -> Elem,
comm, assoc
}
then
himplies

forall

% (min_def)Y

% (max_def)Y
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X,y: Elem
min(x,y)=inf (x,y) %(min_inf_relation)’
max (x,y)=sup(x,y) % (max_sup_relation)?
end
spec
ExtBooleanAlgebra [BooleanAlgebral
hdef
{
SigOrder [sort Elem]
then forall x,y:Elem
. X <=y<=>xcapy=x % (BA_po_def)%
}
and
{
op compl: Elem -> Elem
forall x,y:Elem
. compl(x)=y <=> x cupy =1 /\ x cap y = 0 %(BA_compl_def)?
}
then
himplies

forall
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X,y: Elem

compl(x cap y) = compl(x) cup compl(y) %(de_Morgan1)Y,
compl(x cup y) = compl(x) cap compl(y) %(de_Morgan?2)Y
compl (compl(x)) = x %(BA_involution_compl)
end
view
PartialOrder_in_ExtBooleanAlgebra [BooleanAlgebra]:
PartialOrder to ExtBooleanAlgebra[BooleanAlgebra]
end

spec RichPartialOrder = ExtPartialOrder [PartialOrder]
spec RichTotalOrder = ExtTotalOrder [TotalOrder]

% [spec RichBooleanAlgebra = ExtBooleanAlgebra [BooleanAlgebra] 1%

A.3 Numbers.casl

library Basic/Numbers
version 0.7
%% authors: M.Roggenbach, T.Mossakowski, L.Schréder
%k date: 23.3.01
hprec(
{ __ -7 __, _-__, _+ __1}X<

{_*__, _/?__, __/ __, __div__, __mod__, __ quot rem__ }

—_ =



)y

hprec(

{_*__, _/? __, __/ __, __div__, __mod__, __ quot

{__~_2
)%
hprec( {+__} <> {__ "~ __} )%
%left_assoc + * Q0

—_—— —_—— —_—— —_— —_— —_——

Y%number __0Q0__

spec Nat =
free type Nat ::= 0 | suc(pre:?7 Nat)
preds __ <= __, __ < __,
__>= __, __ > __: Nat * Nat;
odd, even: Nat
ops __+t __, __ % __: Nat *x Nat -> Nat;

- : Nat * Nat -> Nat;
min, max: Nat * Nat -> Nat;
+__: Nat -> Nat;
abs: Nat -> Nat;

LI Nat -> Nat;

-?__: Nat * Nat ->7 Nat;

__ /7 __: Nat * Nat ->7 Nat;
div

—_ —_ —=

mod __ , __ quot

—_ ==

rem __

—_ ==

%%  Operations to represent natural numbers with digits:

1,2,3,4,5,6,7,8,9: Nat;

rem__ } <

:Nat * Nat ->7 Nat;
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el

forall m,n,r,

.0<=n

Nat * Nat

s: Nat

. not (suc(n) <= 0)

. suc(m) <= suc(n) <=>m <=n

. m >= n <=>

n<=m

.m<n <= (m<=n/\ not (m=n))

. m>n<=>m<n

.0+m=m

. suc(n) + m

~

. m ~ suc(n)

. min(m,n)

. max(m,n)
. +m=m

. abs(n) = n
. odd(m) <=>

. even(0)

= suc(n + m)

=(n *m +m

=m3*xm" ™~ n

m when m <= n else n

n when m <= n else m

not even(m)

. even(suc(m)) <=> odd(m)

.ot =1

. suc(n)! =suc(n)*n!

. m-?n-=r1°

<=>m=1r +n

-> Nat

%(Nat_leq_def1)
%(Nat_leq_def2)%
%(Nat_leq_def3)%
%(Nat_geq_def)
%(Nat_less_def)
%(Nat_greater_def)
%(Nat_add_0)%
%(Nat_add_suc)%
%(Nat_mult_0)%
%(Nat_mult_suc)%
% (Nat_power_0)%
%(Nat_power_suc)%
%(Nat_min_def)¥%

% (Nat_max_def)¥%
%(plus_def)%

% (Nat_abs)%

% (Nat_odd_def)%

% (Nat_even_0)%
%(Nat_even_suc)%

% (Nat_factorial_0)Y%

% (Nat_factorial_suc)%

% (Nat_sub_def)Y%
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. not def(m /7 0)

(

. I

(exists s: Nat . m

.

m/?7n=r<=>nmn

div n r <=>

n*r+s/\s<n)

mod n s <=>

(exists r: Nat . m = n*r + s /\ s < n)

. mquot n =mdivn
mremn=mmodn
1 = suc (0)
. 2 =suc (1)
. 3 =suc (2)
. 4 = suc (3)
. 5 = suc (4)
. 6 = suc (5)
. 7 = suc (6)
. 8 = suc (7)
. 9 = suc (8)
. Mm@ n=(m*suc(9)) +n
then Jdef
sort Pos = { p: Nat . p > 0 }
op 1: Pos;
__%__: Pos * Pos -> Pos;
+__: Pos * Nat -> Pos;

+__: Nat * Pos -> Pos;

%(Nat_divide_0)Y%

r *x n ) if n>0 ¥%(Nat_divide_Pos)%

%(Nat_div)%

% (Nat_mod) %

%(Nat_quot)%
%(Nat_rem)Y

%h(Nat_1_def)%
%(Nat_2_def)%
%(Nat_3_def)%
%h(Nat_4_def)%
%(Nat_5_def)%
%h(Nat_6_def)%
%(Nat_7_def)%
%(Nat_8_def)%
%(Nat_9_def)%

% (Nat_decimal _def)Y%
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suc: Nat -> Pos

then Jimplies

ops min, max: Nat * Nat -> Nat, comm,

forall x,m,n,r,s,t: Nat; p: Pos

. def(m-7n) <=>m >=n

. def(m /? n) <=>mmod n =0

. def ( mdivn ) <=> not (n=0)

. def ( m mod n ) <=> not (n=0)

. def ( m quot n ) <=> not (n=0)

. def ( m remn ) <=> not (n=0)
(r+s) *xt=1(x*t)+ (s*t)

. max(m,0)=m

assocC

% (Nat_sub_dom) %

% (Nat_divide_dom)Y
% (Nat_div_dom)?%

% (Nat_mod_dom) %
%(Nat_quot_dom)%

% (Nat_rem_dom) %
%(Nat_distr)%

% (Nat_max_unit)Y

. min(m,0)=0 %»(Nat_min_0)%
end
spec Int =

Nat
then Jdef

generated type Int ::= __ - __(Nat;Nat)

forall a,b,c,d: Nat

a-b=c-d<=>a+d=c+b %(Int_equality)’

then

sort Nat < Int

forall a: Nat

a=a-20

%(Int_Nat_embedding)’
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preds __ <= <

—_ =

>= > __

—_ _ ==

odd, even: Int

ops 0,1: Int;

/7 __,

mod __

forall m,n,r,s:

_*t __, _ - __,__x*x __: Int

__ " __: Int * Nat -> Int;

+ __, - __, sign: Int -> Int;

min, max: Int * Int -> Int;

abs: Int -> Nat;

__div __, __ quot __, __ rem __
Int * Int ->7 Nat

Int;

(a-b) + (c -4d)

(a - b) *x (c -4d)

(a*xc+bxd -

- (a-Db)=b-a

. sign(m) = 0 when m = 0

else (1 when m > 0 else -1)

. m<=n<=>n - m in Nat

. m > n <==>n<=n

.m<n <=> (m <= n /\ not (m=n))

a,b,c,d: Nat

(a+c) - (b+4d)

(b *x c+ a *xd)
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* Int -> Int;

Int * Int ->7 Int;

%(Int_add_def)Y,

%(Int_mult_def)Y
%(Int_sub_def)Y%
%(Int_pos_def)

%(Int_neg_def)Y

%(Int_sign_def)%
%(Int_leq_def)’
%(Int_geq_def)’

%(Int_less_def)Y%



. m>n<=>m<n

. min(m,n) m when m <= n else n
. max(m,n) = n when m <= n else m

. abs(m) = mif m < 0

(- 1) - a =1 when even(a) else - 1
. m "~ a = sign(m)~a * abs(m)~a
. even(m) <=> even(abs(m))
. odd(m) <=> not(even(m))
. m/?n =
sign(m) * sign(n) * (abs(m) /7 abs(n))
. mmod n < abs(n) if not n =0
. m= (mdivn) * n + (m mod n) if not n = 0
. not def m mod O
. not def m div O

. m quot n =

sign(m) * sign(n) * (abs(m) quot abs(n))

. I rem n
sign(m) * sign(n) * (abs(m) rem abs(n))
then Yimplies
%[ generated type Int::= Nat | -__ (Nat)
-- This is a proper signature extension!]7
forall m,n,r: Int; a,b: Nat
. def(a -7 b) =>a -7b=a-b>o

. m = sign(m) * abs(m)
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%(Int_greater_def)’,
%(Int_min_def)%
%(Int_max_def)?%
%(Int_abs_def)
%(Int_negl_power_def)Y,
% (Int_power_def)7
%(Int_even_def)

%(Int_odd_def)Y

%(Int_divide)?
%(Int_mod_range)’
%(Int_mod__div_def)¥%
% (Int_mod_zero)%

% (Int_div_zero)Y,

%(Int_quot_def)?

%(Int_rem_def)Y%

%(Int_Nat_sub_compat)

%(Int_abs_decomp)’
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. 0odd(m) <=> odd(abs(m)) %(Int_odd_alt)%

.m/?n=r<=>notn=0/\n*xr=n %(Int_divide_dom1)%

. def (m /? n) <=>mmod n =0 %(Int_divide_dom2)9

. def (m mod n) <=> not n = 0 %(Int_mod_dom)%

. mmod n = m mod abs(n) %(Int_mod_abs)%

. def (m div n) <=> not n = 0 %(Int_div_dom)%

. def (m quot n) <=> not n =0 %(Int_quot_dom)%

. def (m rem n) <=> not n = 0 %(Int_rem_dom)%

m = (m quot n) * n + (m rem n) if not n = 0 %(Int_quot_rem)’

end
spec Rat =

Int
then Y%def

generated type Rat ::= __ / __ (Int;Pos)

forall i,j: Int; p,q: Pos

-1/ p=7/q<=>1i*q= j*p % (Rat_equality)¥

sort Int < Rat

forall i:Int

i/ 1 =1 % (embeddingIntToRat)%
then

preds —— <=, =< .,

__>= __, __ > __: Rat * Rat;
ops 0,1: Rat;

+ - * __ : Rat *x Rat -> Rat;

—_— —_—) == —_—— —_—



__/ __ : Rat * Rat ->7 Rat;
+__, -__, abs: Rat -> Rat;
~ __: Rat *x Int -> Rat;

min,max: Rat * Rat -> Rat;

forall p,q:Pos; n:Nat; 1i,j:

Int; x,y,z: Rat

1/ p<=j/ qg<=>1ixxq<=3j*p) %(Rat_leq_def)’

,x>=y<=>y<=x

. x <y <=> (x <=y /\ not (x=y))

LX >y <=>y<x
G@/p+ G/ =
(1*xqg+jx*xp / (p*q

. x-y = x + (-y)

G@/p G/ =
1x*x3)/ (p*xq)

. not def x/0
(x/y=z <=> z=x*y)
if not y = 0

Lt x =X

.- G/p) = (-1/p

. abs(i / p)= abs(i) / p

.x - 0=1

~

. x = suc(n)

Il
i
*
»
=]

Il
[

. x ~ (-p) / x = p)

I
i

. min(x,y)

when x <= y else y

%(Rat_geq_def)
% (Rat_less_def)Y

%(Rat_greater_def)Y

%(Rat_add_def)¥

% (Rat_sub_def)Y%

%(Rat_mult_def)Y,

% (Rat_divide_def1)9%

%(Rat_divide_def2)%
%(Rat_plus_def)
%(Rat_minus_def)7%
%(Rat_abs_def)

% (Rat_power_0)%
% (Rat_power_suc)’
% (Rat_power_neg) ¥

%(Rat_min_def)Y%
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. max(x,y) = y when x <= y else x % (Rat_max_def)
then %implies
forall i,j: Int; p,q:Pos
G/p -G/ =
(1*q-3x*xp) / (p*xq %(Rat_sub_rule)Y%
G/p /7 G/ q =
(i /p) *x (q/ j) if not j=0 %(Rat_divide_rule)%
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