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Figura 5. Regido do Limite Inferior
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Figura 6. Regido do Limite Superior

6. Consideracgbes Finais

A integraco de intervalos a Ssemas fuzzy € um assunto que esta sendo bastante
estudado na comunidade cientifica, mas ainda ndo esta total mente sedimentado.

Este € um trabaho de investigacdo tedrica, ndo tem ainda nenhum resultado de
implementacdo, este no entando, € 0 préximo passo a ser seguindo, depois que a teoria
fuzzy intervdar etiver formulada.

O principa objetivo do uso da funcdo de petinéncia intervaar € facilitar a
aquisicdo de conhecimento, ou sga, em vez do especidista se preocupar com um vaor a
fornecer ele pode incluir esse vador dentro de um intervado, tornando mais fécl o
mapeamento do conhecimento através de interval os.

O méodo utilizado é gpenas uma proposta dentre muitas que estdo surgindo com
0 edudo da teoria fuzzy intervalar, e outros méodos devem aparecer nos proximos
trabalhos. Pode-se ter variagbes utilizando operadores de implicacdo diferentes, assm
como, naforma de estabel ecer as fungdes limitantes dos conjuntos fuzzy intervaar.
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onde A, A’ B e B's50 conjuntos fuzzy intervaar, x e y sfo vaiavess fuzzy, A (x,y) é a
rdacio fuzzy intevaar, A (x, y) = {((xy), | A (X))}, e & é o operador de composicio
intervalar.

No ca0o da inferéncia fuzzy min-max intervaar serdo definidos os operadores de
composiGéo e de implicagéo min-max intervaar.

A composicdo min-max intervaar para 0 grau de pertinéncia intervdar de duas
rdagdes fuzzy intervaar A 1 e A » é dado por:
J A1ea2(X,2) = MINy (MAX( A1(xy), ] A2(Y.2))) (5.2)

Da mesma forma, a equacdo 5.1 pode ser definida em termos de funcbes de
pertinéncia intervalares como:
J 8(Y) = MINx (MAX( A(X),] & (x,Y))) (53
onde j g(y) € a funcéo de pertinéncia intervdar de B’, | a'(X) € a funcdo de pertinéncia
intervdlar de A’, e jA (X, ¥) € a funcdo de pertinéncia da rdacdo de implicacdo
intervalar.

A relacdo deimplicacdo min-max intervaar é definida como:

J A (xY) =MIN(MAX( a(x),] 8(¥)), (1] a(X))) (54)

A interpretacdo gréfica para a inferéncia fuzzy min-max intervdar, € smilar a
interpretacdo fuzzy, sendo que neste caso e trabalha com as fungbes de limite inferior
(f) e superior (f9) gerando duas regides fuzzy solugdo como mostra as regides
sombreadas da figura 4.

i j

Figura 4. Interpretagdo Grafica da Inferéncia Min-Max Intervalar

De acordo com o teorema da sesséo 2.4, a funcéo intervalar f: R> IR, onde f(x)
= [fi(X),f{X)], pode ser tratada como duas fungdes continuas separadamente, ou sga o
mecanismo de inferéncia € aplicado na funcdo do limite inferior f e na fungdo do limite
superior fs independentemente, gerando a regido de limites inferior (B; - figura 5) e
superior (Bs - figura 6) do intervalo solucéo da funcéo intervaler f.

A defuzzificagdo dessas regides obtem um intervalo como solucdo, ou se preferir
um vaor red como solugo, cacula-se o ponto médio desseintervalo [Silveira 2001b].



sdientar que, nem sempre as fungbes limitantes (fi e fs) possuem o comportamente
uniforme como o dafigura 3.

4.2. Operacoes e Propriedades

As relagbes entre os operadores fuzzy e o0s operadores intervalares devem ser
estabelecidas. Todos os operadores fuzzy podem ser nauramente extendidos para
intervalos [Yam 1999]. Por exemplo, as operacles basicas definidas para conjuntos

fuzzy:

UniZo:AE B ={(x, max (m(X); ns(X)))} (4.2.1)
Interseccéo: A C B ={(x, min ((ma(x); ms(x)))} (4.2.2)
Complemento: @A ={(X, Na(X))| Mpa(X)=1 - MA(X)} (4.2.3)

onde x T U (universo em discussio), my € o grau de pertinéncia para o conjunto fizzy
A. Podem ser extendidas para conjuntos fuzzy intervaar.

Lembrando a definicdo de intervalo: X = [a, bl = { x T R/ a€£ x £ b}. Definindo
0 conjunto fuzzy intervelar como A = {(x, j a(X))}, ondex T RejaX) 1 1[01]. Eas
operagtes MIN e MAX, 0 minimo e o méximo definidas paraintervaos.
MIN([aa, a]; [b1,b2]) = [min(ag,b1), min(az,by)] (4.2.9)

Sga A e B conjuntos fuzzy intervda e com | a(X) = [a, &] € | s(X)=[b,b2],
assm, pode-se definir as mesmas operagdes para conjuntos fuzzy intervalares como:

Unido: A E B = {(x, MAX(j a(X),j (X))} ={(x, [max(ag,b1), max(ag,b2)])} (4.2.6)
Intersecco: A C B = {(x, MIN( a(x).j e(x)))} ={(x,[ min(as,bs), min(a,b2)])} (4.2.7)
Complemento: @A = {(x,1-] a(X))} ={(X, [1-a&, 1-a])} (4.2.8)

5. Inferéncia Fuzzy Min-Max I ntervalar

Na fuzzificagdo dos conceitos [Cox 1994, Bojadzieve 1996, Slveira 2000] uma funcéo
de pertinéncia é congtruida, podendo exigtir diferentes funcbes de pertinéncia para o
mesmo conceito, de acordo com a subjetividade do especidista [Bojadzieve 1996,
Nguyen 1999].

Dessa forma a escolha de uma determinada fungdo de pertinéncia para um
conceito gera uma incerteza, um erro, quanto aos vaores de pertinéncia. Para os graus
de 0, ou totamente faso, e 1, ou totalmente verdadeiros, pode-se dizer que este erro néo
€ rdevante. No entanto quando estes vaores vao se gproximando do centro do intervalo
[0, 1], essas incertezas tendem a aumentar cada vez mais.

Para diminuir a incerteza a cerca do grau de pertinéncia pode-se definir as
funcbes que delimitara e diminuira o erro do epecidita Assm, o grau de pertinéncia
pode ser dado por uma funcdo de pertinénciaintervalar, mostrada na sesséo 4.1.

A inferéncia fuzzy intevdar € dada aravés da utilizacdo das definigbes fuzzy
intervalar a seguir, desta forma da equacéo 3.1 obtém-se:

B'=A"@A(x,y)= A’ °(A>B) (5.1



pertinéncia nao é um simples nimero real, mas um intervalo ou um conjunto de
numeros reais possiveis.”

Pior ainda, sera que um especidida é capaz de airmar que existe um grau de
pertinéncia p — 3 ? Esse tipo de problema € frequente em sistemas que tatam com
gproximagdes e arredondamentos. Com problemas o idea é trabdhar com
computac@o intervaar, para minimizar o erro do epecidista E se dém  disso, 0 sgema
tratar de conhecimento impreciso? Entdo € necess&rio 0 uso da teoria dos conjuntos
fuzzy. E porque néo utilizar as duas solugdes para o problema?

Alguns pesquisadores vém trabahando com a nogéo de “Intervad  Vadued Fuzzy
Sets (IVFS)”, como Turksen que prop0e essa teoria inicidmente em 1986 [Turksen
1986]; Rocha em [Rocha 1996] que baseado em Turksen propfe os “Evidence Sets’;
em [Kreinovich 2000a, 2000b] € mostrado a no¢do de intervalos como pares de vaores
fuzzy; e findmente em [Slvera 2001g é modrada a presente abordagem, dentre
outros.

4.1. Funcao de Pertinéncia Intervalar

A congrucdo da funcdo de pertinéncia intervadar é feta utilizando intervalos na funcéo
de pertinéncia fuzzy, assm, em vez de tratar 0 vador de pertinéncia como um nimero
redl em sua imagem, a funcdo de pertinéncia definida para o conjunto fuzzy intervaar
trabahara com um intervdo de nimeros reais no intervao [0, 1] ou sga sub-intervao
do intervao [0, 1] em sua imagem. Dessa forma, o conjunto fuzzy intervdar A = {(X,
j a0}, ondexT Reja()T 1[0,1],com1[0,1] ={[a b]T IR/OEaEbE1}.Ejaé
0 grau de pertinéncia paa o conjunto fuzzy intervaar A e 1[0,1] € o conjunto dos
intervalosentreO e 1.

A funcéo de pertinénciaintervaar é definada em:
j axU—>[0,1] (4.1.2)
onde U é o conjunto universo e A é um subconjunto do universo.

O grau de pertinéncia intervaar para um conjunto fuzzy intervalar A, € dado por
j a(X), obedecendo a0 teorema 1, isto &, existem fungdes f, f: R = [0, 1] continuas,
tasque " x TR, j a(X) = [fi(X), &X)], portanto §(X) £ f{x), onde § é chamada de funcio
de limite inferior e fs de funcdo de limite superior.
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Figura 3. Conjunto Fuzzy Intervalar

A funcdo de petinéncia intervaar | é dada pela justaposicdo das fungdes de
limte infeaior fi e superior fs. Na figura 3 estd representado um conjunto fuzzy
intervalar A qualquer. O grau de pertinéncia intervalar j a(X) = [fi(X),f{X)]. E importante



M (y) = min, (max(m (x), Mk(X, ¥))) (33)

onde i (y) € a fungdo de pertinéncia de B’, my(x) € a funcdo de pertinéncia de A’, e
nk(X, y) € afuncdo de pertinéncia da relacdo de implicacao.

nt m

X y
Figura 2. Interpretagdo Grafica da GMP usando Inferéncia Min-Max
A relacdo de implicacdo min-max é definida como:
Mk(X,y) = min(max(mx(x),ms(y)),(1-m(x))) (34)

Em regras com mulltiplos antecedentes, a inferéncia inclue as operagbes de
conjuncdo (and) ou diguncao (or) antes da conclusdo de B’. As operacOes de conjuncéo
e diguncdo sfo usadas em conjuntos fuzzy como 0 méximo e o minimo (vega
4.2). No caso gerd, o mecanismo de inferéncia é gplicado a vérias regras, gerando
muitas conclusdes B;’. A conclusdo final do sistema é a conjuncéo detodosos By'.

O processo de inferéncia baseado na generdizacd do modus ponens néo é
unico. Ele depende da representacdo das regras fuzzy e das operacOes sobre 0s
conjuntos fuzzy [Kandd 1996]. Além disso, existem vaios tipos de operadores de
composi¢ao e implicacdo [ Tsoukalas 1997].

4. Teoria Fuzzy Intervalar

Na légica classica SO existe duas possibilidades para representar os vaores verdades das
proposicdes, verdadeiro e falso, que sdo representados no computador por 1 e O
respectivamente.

Para representar as incertezas, Zadeh criou a logica fuzzy, a qud utiliza graus de
pertinéncia para os vaores verdade no intervalo entre [0, 1]. Essa notagdo tem sido
utilizada com sucesso em muitas aplicagoes.

Porém em agumas Stuagies € desgével que os vaores ndo sgam pontos no
intervao [0, 1] e Sm vdores mais genéricos. Em [Yam 1999] é dado trés exemplos
desta Stuacdo, mas mostraremos gpenas 0 primeiro, que trata de uma representacéo
mais adequada de grau de pertinéncia:

“ A légica fuzzy € baseada no intervalo [0, 1], que descreve as incertezas de um
especialista através de um numero real. Porém se um especialista esta incerto
sobre alguma coisa, ele pode estar incerto sobre a sua crenga do grau de
pertinéncia desta coisa, e é possivel que 0 especialista ndo sgja capaz de
descrever exatamente 0 seu grau de incerteza; isto € uma pessoa pode
significativamente distinguir entre o grau de pertinéncia de 0.6 e 0.7, mas
ninguém é capaz de descrever que sua crenca do grau de pertinéncia € 0.6 e ndo
0.601. Assm um resultado, uma representacdo mais adequada de graus de



2.3. Funcao Intervalar
Sgaf: X = Y umafuncéo.

SeX =Dom(f) I IReY =Codf) I IR X > f(X), entdo f é uma fungio
intervdar de umavaiave intervaar.

Exemplo: f: IR 2 IR umafuncdointervdar: X - f (X) =[2, 3].X +[4, 5]

2.4. Continuidade

A nocdo de continuidade € uma nogdo advinda de espagos topoldgicos. O conjunto dos
nimeros reais, R, assm como RXR, tém uma topologia bem aceta no mundo
matemético, e portanto uma nocdo de continuidade. Essa nog¢do de continuidade
coincide com a visdo geométrica de continuidade de fungdes no plano cartesiano. Como
IR pode ser encarado como um subconjunto de RXR, é razoavel esperar que uma
funcdo intervdar sga continua se, e somente se, ela for continua na subtopologia de
RXR induzida por IR. Um resultado cléssico é que uma fungdo f:R - RXR é continua
* exigem duas fungbes fi:R > R e fR &> R continuas [Dugundji 1966]. Uma
extensdo natura desse resultado para IR € 0 seguinte:

Teorema 1. Sga 'R - IR. f € continua se, e somente se, existem fungbes
continuas fi: R 2> R e f¢ R & R tas que f(X)=[fi(x), &X)], portanto f(x) 2 fy(x) para
cadax1 R

3. Inferéncia Fuzzy Min-Max

Os sgemas baseados em regras possuem um mecanismo de inferéncia para gerar
conclusdes a partir das entradas fornecidas e das regras armazenadas em sua base de
conhecimento. Os ddemas fuzzy possuem procedimentos de inferéncia também
chamados de raciocinio gproximado ou reciocinio fuzzy [Jang 1997]. A inferéncia fuzzy
utiliza uma generdizacéo da inferéncia modus ponens (GMP) e uma regra de inferéncia
composciond, assm ainferénciafuzzy é definida como:

R xisA 2> vyisB
XisA’ (GMP)
yisB’
Logo, B'=A’ ° R(x,y) = A’ ° (A>B) (3.1

onde A, A’ B e B'so conjuntos fuzzy, x e y sdo vaiaveis fuzzy, R(x, y) € a rdacdo
bindria fuzzy de implicacdo e ° € o operador de composicdo. O conjunto fuzzy B’
também chamado de regido fuzzy solucdo B’ € ilustrada na regido sombreada da figura
2. No cao a infeénda fuzzy min-max utiliza os operadores de composicdo e
implicacd min-max [Tsoukalas 1997].

A composicdo min-max para o grau de pertinéncia de duas Elagdes fuzzy R e
R, é dado por:
MRrerz2(X,2) = Min, (Max(Mka(X,y),Nk2(Y,2))) (3.2)

Assam, a equacéo (3.1) pode ser definida em termos de fungdes de pertinéncia
COmo:



Figura 1. A Reta Real

Exemplo: Os intervaos [2, 3, [5, 9, [-7, -3] e [-6, 4 sf0 exemplos de dguns
intervaos. Observe que os intervaos daforma [a, d representam nlmeros reais, como o
intervao [5, 5 que representa 0 nimero red 5, pois o Unico eemento do intervalo [5, 5]
€ 0 nimero red 5. Essesintervalos sGo chamados interval os degenerados.

O conjunto de todos os intervalos é definido como sendo IR = {[ab] /ab1 Re
at b}
2.1.2. Igualdade

Sgam X = [x1, X] e Y = [y1, ] doisintervalosde IR. Entdo X =Y se, e somente g,
X1=VYi1eXo=Yo.

Assm como a iguddade, a definicio das operacOes badcas aitméticas
intervalares pode ser feita através das operagcBes com conjuntos da reta red. Essas
operagdes sGo mostradas a seguir.

2.1.3. Operacdes Aritméticas I ntervalares

Sgan X = [a b] eY = [c, d. As operagBes aritméticas com intervalos sdo definidas
sobre 0s extremos de seus interva os, como é mostrado a seguir [M oore 1966].

2.1.3.1. Soma:

X+Y=[ab]+[c,d=[a+c, b+d]

2.1.3.2. Pseudo Inverso Aditivo

-X=[-b,-d

2.1.3.3. Subtracao:

X=Y=X+(-Y)=[a bl +[-d,-c] =[a-d,b- (]

2.1.3.4. Multiplicagéo:
X.Y =[ab].[c, d] =[mn{ac, bc, ad, bd}, max{ac, ad, bc, bd}]

2.1.3.5. Pseudo Inverso Multiplicativo

Se[0,0]1 Xentdo: X1 =1UX =[1b, 1/d

2.1.3.6. Divisao:
XIY=X.1/Y=[ab].[1/d,1/c]=[min{a/d,b/d,a/c,b/c} ,max{ a/d,b/d,alc,b/c}], se O T [c, d]

Pode-se encontrar a prova e exemplos dessas operacbes em [Oliveira 1997].
Assm como as operagdes muitas propriedades também sdo definidas parainterval os.



A integracdo da teoria intervaar aos Sstemas fuzzy porém, ndo € uma tarefa
trivial, envolvendo vérias etapas, como a definicdo das operacbes e propriedades que
geran uma teoria fuzzy intervaar, baseadas em operagOes e propriedades definidas nas
teorias intervaar e fuzzy respectivamente. Outro ponto que deve ser considerado € a
condrucdo da funcdo de pertinéncia para um sisema fuzzy intervdar, produzindo uma
funcBo intervaar. Além disso, devem ser congruidos méodos de inferéncia e
defuzzificagéo parafindizar a especificagdo do sstemafuzzy intervaar.

O principd objetivo desse trabaho € descrever a utilizagdo de intervalos na
condrucdo da inferéncda fuzzy min-max, propondo asim uma inferéncia fuzzy min-
max intervalar, gerando um novo paradigma para representacédo de problemas que
envolva o raciocinio aproximeado.

Esse artigo eda dividido da seguinte forma, na seguinte sera introduzida a
teoria intervaar, contendo as definicdes das operages aritmética intervaar e funcéo
intervalar; para ser colocada uma teoria fuzzy intervalar na sessio 4, mostrando uma
motivacdo, agumas propriedades, a definicio da funcdo de pertinéncia intervaar,
proposta por [Silveira 2001a]; antes porém, na 3, é abordada a inferéncia fuzzy
minmax, levando-se em condderacdo que o leitor ja conheca a teoria fuzzy, para
posteriormente, na sesséo 5, ser colocada ainferéncia fuzzy min-max intervaar.

2. Teorialntervalar

A qudidade do resultado na computac@o cientifica depende do conhecimento e controle
dos erros na computacdo dos dados. Para resolver gquestdo surgiu a matemética
intervalar baseada na aritmética de Moore [M oore 1966].

Exigem trés tipos de fontes de erros em computagdo numérica cléssica (a qud
representa nUmeros reais como ponto flutuante): a propagacdo do erro nos dados
inicials, os aredondamentos e 0 erro de truncamento. A matemética intervaar busca
resolver esse problema que se concentra fundamental mente em dois aspectos.

1. Na criacdo de um modelo computaciona que exprima o controle e a andise
dos erros que ocorrem no processo computacional;

2. Na escolha de técnicas de programacéo adequadas para desenvolvimento de
softwares cientificos buscando minimizar os erros nos resultados.

2.1. Aritmética I ntervalar

Assim como a teoria dos conjuntos fuzzy, a teoria dos intervalos possui uma aritmética
bem definida mateméicamente onde sfo definidas as principais operagdes aitméticas
para intervalos, baseadas nas respectivas operagdes aritméticas reais sobre os extremos
dos intervalos [Moore 1966, Oliveira 1997].

2.1.1. Intervalo de Reais

Sga R 0 conjunto dos nimeros reais, e s§am a, b 1 R, tais que a £ b. Entdo o conjunto
{ xT R/a £ x£ b} éum intervado de resis ou smplesmente um intervalo, que sra
denotado por: X = [a, bl = {x 1T R/a£x £ b}. Os pontos do conjunto dos intervalos
de reais seréo denotados por letras latinas mailsculas, taiscomo X, Y, Z,...



Uma I nferéncia Fuzzy Min-Max I ntervalar
Maria Monica Macédo Torres Silveira, Benjamin René Callejas Bedr egal

Laboratorio de Logica e Inteligéncia Computacional— Departamento de Informética e
Matemética Aplicada— Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN) Campus
Universtéio — Lagoa Nova— CEP 59.072-970, Natal — RN — Brasll

{mmt , bedr egal } @i map. ufrn. br

Abstract. The development of robust and reliable systems requests the use of
techniques able to implement the day-by-day problems. In the implementation
of systems that use the approximate reasoning, the fuzzy technique has been
used with success. However, there are situations where this technique doesn't
satisfy totally the characteristics of the problem. So, trying to improve the
results alternatives, have been searched, the use of the interval theory to fuzzy
systems trying to minimize the implementation errors of the values supplied by
the specialist. In this work is described a way of solving the specialist's
mistake problem in the approximate reasoning representation, proposing for
that an interval min-max fuzzy inference.

Resumo. O desenvolvimento de sistemas robustos e confiavels requer a
utilizacdo de técnicas capazes de implementar os problemas do dia-a-dia. Na
implementacdo de sistemas que utilizam o raciocinio aproximado, a técnica
fuzzy tem sido utilizada com sucesso. No entanto, ha situacBes em que essa
técnica ndo satisfaz totalmente as caracteristicas do problema. Assim,
tentando melhorar os resultados, tem-se procurado alternativas, a utilizagio
da teoria intervalar a sistemas fuzzy, que procura uma forma de minimizar os
erros de implementacdo dos valores fornecidos pelos especialista. Neste
trabalho € descrita uma forma de solucionar o problema do erro do
especialista na representacdo do raciocinio aproximado, propondo para tanto
uma inferéncia fuzzy min-max intervalar.

1. Introducéo

A busca por técnicas para o tratamento dos problemas do dia-a-dia ndo para, pois cada
vez mas tentase obter resultados mas saidfatorios nas solugbes dos sstemas
computacionais. Em sstemas que envolva o raciocinio aproximado esta busca € ainda
mais intensiva pois, desga se solugBes mais proximas possivel ao raciocinio humano.

Os sgemas fuzzy vém sendo utilizados com sucesso, nos Ultimos anos, em
problemas que envolvam o raciocinio gproximado [Zadeh 1965, Bojadzieve 1996,
Gottgtroy 1996, Kandel 1996, Kasabov 1996, Nguyen 1999]. No entanto, na busca de
melhorar as solugdes desses sistemas, varios pesquisadores vém estudando outras &reas
e produzindo trabahos que associem edtas a sstemas fuzzy, por exemplo, a teoria fuzzy
e a matemdtica intervaar tem sido associadas em trabahos como [Kearfott 1996, Rocha
1996, Mukaidono 1999, Kreinovich 1999, Kreinovich 2000a, Kreinovich 2000b,
Silvera 2001] e muitos outros. Assm, muitos livros textos e monografias de conjuntos
fuzzy e técnicas fuzzy tém dedicado um capitulo ou sobre a computacéo
intervdar [Bojadzieve 1996, Nguyen 1999].



