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° 3 °®
O Recenseador

BOA PARTE da acdo deste livro tera lugar na Ilha dos Cavaleiros e Cavilo-
sos, onde, como vimos, cavaleiros sempre fazem afirmagoes verdadeiras,
cavilosos sempre fazem afirmagdes falsas, e todo nativo é ou um cavaleiro
ou um caviloso.

Um fato fundamental sobre esta ilha é que é impossivel para qualquer
nativo declarar-se um caviloso, pois um cavaleiro jamais mentiria, afirman-
do ser um caviloso, e um caviloso nunca admitiria verdadeiramente ser um
caviloso.

Os quatro problemas seguintes introduzirao os conetivos logicos €, ou,
se-entdo, e se-e-somente-se, dos quais trataremos mais formalmente no Ca-
pitulo 6.

A VISITA DE GREGORIO

Seu Gregério, o recenseador, certa vez fez um trabalho de campo na Ilha
dos Cavaleiros e Cavilosos. Nesta ilha, também as mulheres siao classifica-
das como cavaleiras e cavilosas. Gregorio decidiu nesta visita entrevistar
apenas pessoas casadas.

1« (E)

Gregorio bateu em uma porta; o marido abriu-a parcialmente e perguntou
a Gregério o que ele queria. “Sou um recenseador,” respondeu Gregério,
“e preciso de informagao acerca do senhor e de sua esposa. Qual de vocés
¢ cavaleiro, se é que ha algum entre voces, e qual, se ha algum, ¢é cavilosor”
“Somos ambos cavilosos!”, disse 0 marido com raiva, batendo a porta.
De que tipo é o marido e de que tipo é a esposa? (A solucao segue o
Problema 2.)
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2+ (Ou)

Na casa seguinte, Gregorio perguntou ao marido: “Vocés saio ambos cavi-
b
losos?” O marido respondeu: “Pelo menos um de nés dois o ¢é.”
De que tipo ¢é cada um?

Solugdo ao Problema 1. Se o marido fosse um cavaleiro, ele nunca teria
afirmado que ele e sua esposa eram ambos cavilosos. Assim, ele tem que
ser um caviloso. Ja que ele é um caviloso, sua afirmagao ¢ falsa; logo eles
nao sio ambos cavilosos. Por isso sua esposa tem que ser uma cavalei-
ra. Desta forma, ele é um caviloso e ela uma cavaleira.

Solugdo ao Problema 2. Se o marido fosse um caviloso, entio seria verdade
que pelo menos um dos dois ¢ caviloso, portanto um caviloso teria feito
uma afirmagao verdadeira, o que nao pode ocorrer. Portanto, o marido tem
que ser um cavaleiro. Como consequéncia, sua afirmag¢ao tera sido verda-
deira, e por conseguinte ele ou sua esposa sio cavilosos. Ja que ele nio ¢é
um caviloso, entdo sua esposa ¢ que é. E portanto a resposta ¢ oposta a res-
posta do Problema 1—ele é um cavaleiro e ela uma cavilosa.

O préximo problema é mais perturbador do que os dois anteriores
(pelo menos para aqueles que ainda ndo o viram antes). Ele introduz um
tema que sera explorado em alguns dos problemas avancados que surgirao
em capitulos posteriores.

3 « (Se-Entio)

A proxima visita realizada por Gregdrio mostrou-se mais intrincada. A porta
foi aberta timidamente por um homem bastante acanhado. Apos Gre-
goério lhe perguntar algo sobre ele e sua esposa, tudo que o marido disse
foi: “Se eu for um cavaleiro, entdo a minha esposa também o sera.”

Gregorio afastou-se contrariado. “Como posso afirmar o que quer que
seja sobre algum deles a partir de uma resposta tdo descomprometidar”,
pensou ele. Ele estava quase escrevendo “Ambos marido e esposa de tipo
desconhecido,” quando subitamente se lembrou de uma antiga licdo de
l6gica dos seus dias de graduacio na Unicamp. “E claro,” ele percebeu, “ja
sei dizer ambos os tipos!”
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De que tipo é o marido e de que tipo a esposa?

Solugdo. Suponha que o marido seja um cavaleiro. Entdo é verdade o que
ele afirmou—ou seja, que se ele for um cavaleiro, entdo a sua esposa tam-
bém o sera—e portanto sua esposa também tem que ser uma cavaleira.
Isto demonstra que Se o marido for um cavaleiro, entao a sua esposa tam-
bém o sera. Bem, isto foi exatamente o que o marido afirmou; ele disse
que Se ele for um cavaleiro, entio sua esposa também o sera. Consequen-
temente ele fez uma afirmacdo verdadeira e portanto ele tem que ser um
cavaleiro. Sabemos agora que ele é um cavaleiro, e nés ja demonstramos
que se ele for um cavaleiro, entdo a sua esposa também o serd. Portanto,
tanto o marido quanto sua esposa sao cavaleiros.

A idéia por tras do dltimo problema pode ter ramificagdes mais pro-
fundas do que o leitor imagina. Consideremos a seguinte variagao do pro-
blema. Suponha que vocé visite a ilha prospectando ouro. Antes de come-
car a cavar, voce quer descobrir se ha realmente algum ouro na ilha. Deve-
se assumir que cada nativo sabe se ha ouro ou nao na ilha. Suponha que
um nativo diga a vocé: “Se eu for um cavaleiro, entdo ha ouro na ilha.”
Vocé estara entdo justificado ao concluir que o nativo tem que ser um ca-
valeiro e que tem que existir ouro na ilha. O raciocinio é o mesmo que na
solu¢ao do Problema 3. Suponha que o nativo seja um cavaleiro, entao é
realmente verdade que ha ouro na ilha. Isto demonstra que se ele for um
cavaleiro, entdo ha ouro na ilha. Ja que ele afirmou exatamente isto, ele é
um cavaleiro. Portanto, hi ouro na ilha.

A solugao ao Problema 3 e sua variante sao casos especiais do seguinte
fato, que ¢é suficientemente importante para que o assinalemos como
Teorema 1.

Teorema I. Dada uma proposicao p qualquer, suponha que um nativo da
Ilha dos Cavaleiros e Cavilosos diga: “Se eu for um cavaleiro, entao p.”
Entdo o nativo tem que ser um cavaleiro e p ha de ser verdadeira.

A solu¢ao ao Problema 3 é um caso especial do Teorema I, tomando p
como a proposi¢ao de que a esposa do nativo ¢ uma cavaleira. A variante
do Problema 3 (o problema sobre o ouro) também é um caso especial do
Teorema I, tomando p como a proposicao de que haveria ouro na ilha.
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Também ¢ consequéncia do Teorema I que nenhum nativo da Ilha dos
Cavaleiros e Cavilosos possa afirmar: “Se eu for um cavaleiro, entio Papai
Noel existe” (a menos, é claro, que Papai Noel realmente exista).

4 » (Se-e-Somente-Se)

Quando o recenseador entrevistou o quarto casal, o marido disse: “Minha
esposa e eu somos do mesmo tipo; somos ambos cavaleiros ou ambos ca-
vilosos.”

(O marido poderia alternativamente ter dito: “Eu sou um cavaleiro se e
somente se minha esposa for uma cavaleira.” Da no mesmo.)

O que pode ser deduzido sobre o marido e o que pode ser deduzido
sobre a esposar?

Solugdo. Nao se pode determinar se o marido seria um cavaleiro ou um ca-
viloso, mas o tipo da esposa pode ser determinado assim: se a esposa fosse
uma cavilosa, o marido nunca poderia afirmar que ele é do mesmo tipo
que sua esposa, porque isso seria 0 mesmo que afirmar que ele é um cavi-
loso, o que ele nao pode fazer.

Uma maneira alternativa de ver o problema ¢ a seguinte. O marido é ou
um cavaleiro ou um caviloso. Se ele for um cavaleiro, sua afirmacio ¢é ver-
dadeira, portanto ele e sua esposa sao do mesmo tipo, donde decorre que
sua esposa também ¢ uma cavaleira. Por outro lado, se ele for um caviloso,
entdo sua afirmacao ¢ falsa, portanto ele e sua esposa sao de tipos diferen-
tes, donde decorre que sua esposa, diferentemente do marido, é uma ca-
valeira. E portanto, nio importando se o marido é um cavaleiro ou um
caviloso, a esposa tem que ser uma cavaleira. (O tipo do marido aqui é
“indeterminado”; ele poderia ser um cavaleiro que afirmou verdadeiramente
ser tal qual sua esposa, ou ele poderia ser um caviloso que afirmou falsa-
mente ser tal qual sua esposa.)

Esse problema é um caso especial do seguinte. Dada uma proposigao p,
suponha que um nativo da ilha diga: “Eu sou um cavaleiro se e somente se
p for verdadeira.” O que se pode deduzir dai?

Duas proposi¢oes sao ditas equivalentes se elas forem ambas verdadei-
ras ou ambas falsas—em outras palavras, se toda vez que qualquer uma das
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duas for verdadeira, entdo a outra também o sera. Duas proposi¢des sio di-
tas ineguivalentes se elas nao forem equivalentes—em outras palavras, se
uma delas for verdadeira e a outra falsa. Ora, o nativo disse: “Eu sou um
cavaleiro se e somente se p for verdadeira.” Se denominarmos d a afirma-
¢ao do nativo de que ele ¢ um cavaleiro, entao o nativo esta afirmando que
d ¢ equivalente a p. Se ele for um cavaleiro, entdo sua afirmagao é verda-
deira, logo d realmente é equivalente a p; e ja que d ¢ verdadeira (ele ¢ um
cavaleiro), entao p também ¢é verdadeira. Por outro lado, se ele for um ca-
viloso, entao sua afirmac¢do ¢ falsa; assim, d ¢ inequivalente a p, mas ja
que d ¢ falsa (ele nao ¢ um cavaleiro), entdo novamente p tem que ser ver-
dadeira (porque qualquer proposi¢ao inequivalente a uma falsa proposi-
¢do ¢ obviamente verdadeira). Vemos assim que p tem que ser verdadeira,
mas d é indeterminada. Vamos assinalar este fato como Teorema II.

Teorema II. Dada uma proposicao p qualquer, suponha que um nativo da
ilha diga: “Eu sou um cavaleiro se e somente se p.” Entao p ha de ser ver-
dadeira, ndo importando se o nativo ¢ um cavaleiro ou um caviloso.

Retornemos ao problema da existéncia ou nao de ouro na ilha. Suponha
que um nativo diga: “Eu sou um cavaleiro se e somente se houver ouro na
ilha.” Entao de acordo com o Teorema II (tomando p como a proposigio de
que haveria ouro na ilha), concluimos que ha de existir ouro na ilha, embora
nao sejamos capazes de determinar se o nativo ¢ um cavaleiro ou um caviloso.

Vemos, consequentemente, que se um nativo disser: “Se eu for um ca-
valeiro, entdo ha ouro na ilha,” de acordo com o Teorema I, nés podemos
inferir tanto que ele é um cavaleiro quanto que ha ouro na ilha. Mas se ele
disser, em vez disso: “Eu sou um cavaleiro se e somente se houver ouro na
ilha,” entdo, de acordo com o Teorema II, tudo que podemos inferir é que
ha ouro; ndo podemos determinar se o falante ¢ um cavaleiro ou um caviloso.

O Teorema II ¢ a base de um famoso problema inventado pelo filésofo
Nelson Goodman. O problema pode ser colocado nos seguintes termos:
suponha que vocé va a Ilha dos Cavaleiros e Cavilosos e queira descobrir
se ha ou nao ouro na ilha. Vocé encontra um nativo e é consentido que vocé
faca a ele uma unica pergunta, a qual deve poder ser respondida por sim
ou nao. Que pergunta vocé faria?
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Uma pergunta que funciona é: “E verdade que vocé é um cavaleiro se e
somente se houver ouro na ilha?” Se ele responder que sim, entao de acordo
com o Teorema II ha ouro na ilha. Se ele responder que nao, entao nao ha
ouro na ilha (porque ele esta negando que o fato de ele ser um cavaleiro
seja equivalente a existéncia de ouro na ilha), o que da no mesmo que afirmar
que o fato de ele ser um cavaleiro é equivalente a NGO existir ouro na ilha,
portanto, novamente de acordo com o Teorema II, ndo ha ouro na ilha.

ALGUNS PROBLEMAS RELACIONADOS

5

Que afirmagdo poderia ser feita por um nativo a partir da qual vocé dedu-
ziria que se ele for um cavaleiro, entdo ha ouro na ilha, mas, se ele for um
caviloso, entao pode haver ouro na ilha ou nao?

6

Que afirmagao poderia ser feita por um nativo de modo que vocé deduzisse
que, se houver ouro na ilha, entdo ele teria que ser um cavaleiro, mas, se nao
houver ouro na ilha, entdo ele poderia ser um cavaleiro ou um caviloso?

7

Eu certa vez visitei esta ilha e perguntei a um nativo: “Ha ouro nesta ilha?”
Tudo que ele me disse em resposta foi: “Eu nunca afirmei que houvesse
ouro nesta ilha.” Mais tarde, eu descobti que de fato ha ouro na ilha. Afi-
nal, o nativo era um cavaleiro ou um caviloso?

SOLUCOES

5  Ha muitas afirmacGes que funcionariam. Uma tal afirmac¢ao é: “Eu sou
um cavaleiro e ha ouro na ilha.” Outra é: “Ha ouro na ilha e ha prata na
lha.” (Se o nativo for um cavaleiro, entdo ¢ claro que ha ouro—bem como
prata—mas se houver ouro, o nativo nio precisa ser um cavaleiro, pois
bem poderia ser que 14 ndo houvesse prata alguma.)
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6 * Uma afirmac¢ao que funciona é: “Eu sou um cavaleiro ou ha ouro na
ilha.” A frase “... ou ...” significa pelo menos um—e possivel mente ambos.
E portanto, se houver ouro na ilha, entio é certamente verdadeiro que o
nativo ¢ um cavaleiro ou ha ouro na ilha. Consequentemente, se houver
ouro na ilha, entdo a afirmagao do nativo foi verdadeira, o que por sua vez
implica que o nativo tem que ser um cavaleiro. Isto demonstra que se ha
ouro na ilha, entdo o nativo é um cavaleiro.

Por outro lado, o nativo poderia ser um cavaleiro sem que houvesse
ouro na ilha, porque se ele for um cavaleiro entao é verdade que ele é um
cavaleiro oU ha ouro na ilha.

Outra afirmacao que funciona é: “Ha ouro na ilha ou ha prata na ilha.”

7 » Suponha que o nativo seja um caviloso. Entdo sua afirmacio ¢ falsa, o
que quer dizer que ele alguma vez tera afirmado que ha ouro na ilha. Sua
afirmacao certamente foi falsa (ja que ele ¢ um caviloso), donde decorre
que nao ha ouro na ilha. Mas eu disse a vocé que ha ouro na ilha. Portanto
ele nao pode ser um caviloso; ele tem que ser um cavaleiro.
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© 4 o
Em Busca de Una

HA TODO um arquipélago de ilhas de cavaleiros e cavilosos no Pacifico Sul
nas quais alguns dos nativos sio metade humanos e metade passaros. Esta
gente-passaro voa assim como os passaros e fala tao fluentemente quanto
os humanos.

Esta ¢ a estoria de um filésofo—de fato, um l6gico—que visitou este
arquipélago e se apaixonou por uma garota-passaro chamada Una. Eles se
casaram. Seu casamento foi feliz, mas a sua esposa era muito avoada! Por
exemplo, ele vinha para casa a noite para jantar, mas se aquela fosse uma
noite particularmente agradavel, Una teria voado para outra ilha. Ele tinha
entdo que remar com sua canoa de ilha em ilha até encontrar Una e trazé-
la de volta para casa. Toda vez que Una pousava numa ilha, todos os nati-
vos a viam no ar e sabiam que ela estava pousando. Uma vez que ela ja
estivesse no solo, contudo, era dificil encontra-la, entio a primeira coisa
que o marido fazia quando ele chegava a uma ilha era tentar descobrir dos
nativos se Una tinha ali pousado. O que dificultava as coisas, € claro, é que
alguns dos nativos eram cavilosos e nao diriam a verdade. Aqui estio alguns
dos incidentes que se abateram sobre ele.

1

Certa ocasiao, o marido chegou a uma ilha em busca de Una e encontrou
dois nativos, A e B. Ele perguntou aos nativos se Una havia pousado na
ilha. Ele recebeu as seguintes respostas:

A: Se B e eu formos ambos cavaleiros, entio Una esta nesta ilha.
B: Se A e eu formos ambos cavaleiros, entao Una estd nesta ilha.

Sera que Una esta nesta ilha?
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2

Em outra ocasido, dois nativos A e B fizeram as seguintes afirmagoes:

A: Se algum de nés for um cavaleiro, entaio Una esta nesta ilha.
B: Isto é verdade.

Estara Una nesta ilha?

3

Eu nio me lembro dos detalhes do préximo incidente muito claramente.
Eu sei que o légico encontrou dois nativos A e B, e que A disse: “B é um
cavaleiro, e Una esta nesta ilha.” Mas eu nado me lembro exatamente do que B
disse. Ele teria dito: “A é um caviloso, e Una nio estd nesta ilha.” Ou en-
tao: “A é um caviloso, e Una esta nesta ilha.” Como eu gostatia de lembrar
do que ele disse! De qualquer forma, eu me lembro que o légico conseguiu
determinar se Una estava ou n3o na ilha. E estava?

4

No proximo incidente, o légico chegou a uma ilha muito pequena com
apenas seis nativos. Ele perguntou a cada um deles, e curiosamente todos
disseram o mesmo: “Pelo menos um caviloso nesta ilha viu Una pousar
aqui esta noite.”

Teria algum nativo dessa ilha visto Una pousar 12 naquela noite?

5

Em outro incidente curioso, quando o marido chegou a uma ilha em busca
de Una, ele encontrou cinco nativos A, B, C, D e E, os quais adivinharam
o seu proposito e escarneceram dele ao encontra-lo. Eles fizeram as se-
guintes afirmagoes:

A: Una esta nesta ilha.

B: Una néo esta nesta ilhal

C: Una esteve aqui ontem.

D: Una nao esta aqui hoje, e ela nio esteve aqui ontem.
E: D é um caviloso ou C é um cavaleiro.
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O logico pensou sobre isso um pouco, mas nao chegou a parte alguma.

“Sera que algum de vocés poderia por favor fazer pelo menos mais uma
afirmaciao?”, rogou o logico. Neste ponto A disse: “E é um caviloso ou C ¢é
um cavaleiro.”

Sera que Una esta nesta ilha?

SOLUCOES

1 * Vou me contentar aqui com solugoes mais breves do que as que dei
antes.

Suponha que A e B sejam ambos cavaleiros. Entao a afirmac¢ao comum
que eles fizeram ¢é verdadeira, a partir do que por sua vez se conclui que
Una esta na ilha. Assim, se ambos sdo cavaleiros, entdo Una estd na ilha.
Isto ¢ o que eles afirmaram, logo eles sio ambos cavaleiros. Portanto Una
esta na ilha.

2 * Se algum deles for um cavaleiro, entdo a afirmag¢ao que ele fez é verda-
deira, a partir do que se conclui que Una esta na ilha. Portanto, se algum
deles for um cavaleiro, Una esta na ilha. Desse modo, a afirmagao que am-
bos fizeram ¢é verdadeira, portanto ambos sdao cavaleiros, donde ¢ claro que
pelo menos um deles é cavaleiro. Disto, e da verdade da afirmagdo que eles
tizeram, conclui-se que Una esta na ilha.

3 ¢ Este ¢ um exemplo daquilo que eu denomino meta-enigma. Vocé nao é
informado do que B disse, mas vocé € informado que a partir do que A e
B disseram, o logico foi capaz de determinar se Una estava na ilha. (Se eu
nao lhe tivesse dito isto, entio vocé niao conseguiria resolver o problemal)
Vou primeiro mostrar que se B tivesse dito: “A ¢ um caviloso, e Una
nao esta nesta ilha,” entdo o légico nao teria conseguido resolver o pro-
blema. Suponha assim que B tenha dito isso. Ora, A ndo poderia ser um
cavaleiro, pois se ele o fosse entao B seria um cavaleiro (como afirmou A),
o que faria de A um caviloso (como afirmou B). Portanto, A ¢é definitiva-
mente um caviloso. Mas agora tanto poderia ser que B fosse um cavaleiro
e Una nao estivesse na ilha, quanto poderia ser que B fosse um caviloso e
Una de fato estivesse na ilha, e ndo ha como resolver este dilema. Logo, se
B tivesse dito aquela frase, o légico nio teria sabido se Una estava na ilha.
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Mas nés fomos informados de que o légico soube, portanto B ndo disse
aquilo. Ele certamente tera dito, entdo: “A é um caviloso e Una esta nesta
ilha.” Vejamos agora o que acontece.

O nativo A tem que ser um caviloso pela mesma razao que antes. Se Una
esta na ilha, chegamos a seguinte contradi¢ao: é verdade entao que A ¢ um
caviloso e Una esta na ilha, portanto B fez uma afirmac¢io verdadeira, o
que faz de B um cavaleiro. Mas entdo A fez uma afirmacao verdadeira ao
afirmar que B é um cavaleiro e Una esta na ilha, o que contraria o fato de
que A seja um caviloso! A tnica saida para esta contradigao é que Una néo
esteja na ilha. Logo, Una ndo esta na ilha (e, ¢ claro, A e B sao ambos ca-
vilosos).

4 ¢ Ja que todos os seis nativos disseram o mesmo, entdo eles devem ser
todos cavaleiros ou todos cavilosos (todos cavaleiros, se o que afirmaram ¢
verdadeiro, e todos cavilosos em caso contririo). Suponha que eles sejam
todos cavaleiros. Entdo seria verdade que pelo menos um caviloso na ilha
vira Una pousar, o que ¢ impossivel, pois supusemos que nenhum deles ¢é
caviloso. Consequentemente, eles hao de ser todos cavilosos. Portanto o que
eles afirmaram ¢ falso, donde se conclui que nenhum caviloso na ilha viu
Una pousar ali naquela noite. Mas ja que todos os nativos sio cavilosos,
entdo nenhum nativo viu Una pousar ali naquela noite.

5 ¢ Mostraremos que se A for um caviloso chegamos a uma contradi¢ao.
Suponha que A seja um caviloso. Entdo sua segunda afirmacio foi falsa,
portanto E tem que ser um cavaleiro e C tem que ser um caviloso. Se E
for realmente um cavaleiro, sua afirmacao foi verdadeira, portanto D é um
caviloso ou C é um cavaleiro. Mas C nao é um cavaleiro, logo D tem que
ser um caviloso. Portanto, a afirmagdo de D foi falsa, logo Una esta aqui
hoje ou ela esteve aqui ontem. Mas Una ndo esteve aqui ontem (porque C
afirmou que ela esteve e C ¢ um caviloso), logo ela esta aqui hoje. Mas isto
faz com que a primeira afirmacao de A tenha sido verdadeira, contraria-
mente a hipdtese de que A seria um caviloso! Portanto, A nao pode ser um
caviloso; ele tem que ser um cavaleiro. Consequentemente, a primeira
afirmacido de A foi verdadeira, e Una esta nesta ilha.
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° 5 °
Um Emaranhado
Interplanetario

EM GANIMEDES—um satélite de Jupiter—ha um clube conhecido como
Clube Marciatico-Venusiano. Todos os seus sécios sao de Marte ou de
Vénus, embora se permitam vez por outra visitantes. Um terraqueo ¢ inca-
paz de distinguir marcianos de venusianos pela aparéncia. Além disso, os
terraqueos nao sao capazes de distinguir entre damas e cavalheiros marcia-
nos ou venusianos, ja que eles se vestem da mesma maneira. Os logicos,
contudo, tém uma vantagem, ja que as damas venusianas sempre dizem a
verdade e os cavalheiros venusianos sempre mentem. Os marcianos sao o
oposto; os cavalheiros marcianos dizem a verdade e as damas sempre
mentem.

Um dia, Una e seu marido-légico visitaram Ganimedes e ficaram sabendo
deste clube. “Eu aposto com vocé que €U sou capaz de distinguir os cava-
lheiros das damas e os marcianos dos venusianos,” afirmou com orgulho o
marido a sua esposa.

“Como?”, perguntou Una.

“Vamos visitar o clube esta noite, que ¢ a noite de visitas, e eu lhe
mostrarei!”, disse o marido (cujo nome, alias, era Juca).

1

Eles visitaram o clube naquela noite. “Vejamos agora do que vocé é capaz,”
disse Una, duvidando um pouquinho. “Aquele socio 1a. Vocé saberia dizer se
ele ou ela é um cavalheiro ou uma damar” Juca se aproximou entao do sécio
e lhe perguntou uma unica questio respondivel por sim ou nao. O sécio
respondeu, e Juca entdo determinou se ele era um cavalheiro ou uma dama,
embora nio soubesse dizer se o sécio era de Marte ou de Vénus.
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Que pergunta poderia ter sido essar

2

“Muito espertinho!”, disse Una, apds Juca ter-lhe explicado a solugio.
“Suponha agora que em vez de querer descobrir se o sécio ¢ um cavalhei-
ro ou uma dama, vocé quisesse descobrir se ele ou ela é de Marte ou de
Vénus. Vocé conseguiria descobrir isso fazendo apenas uma pergunta de
sim ou nao?”

“E claro!”, disse Juca. “Vocé nio vé como?”

Una pensou sobre isso um pouquinho e de repente viu como. Como?

3

“Se voce ¢ realmente esperto,” disse Una, “vocé tem que ser capaz de des-
cobrir com apenas uma pergunta se um dado socio é um cavalheiro ou
uma dama € de onde ¢ o s6cio. Vejamos se vocé consegue descobrir am-
bas as coisas de uma so vez fazendo apenas uma pergunta de sim ou nao!”
“Ninguém ¢ t&0 esperto assim!”, replicou Juca. Por que Juca disse isso?

4

Foi entao que um sécio passou e fez uma afirmacao a partir da qual Juca e
Una (que ja estava pegando o jeito da coisa) conseguiram decidir que
este socio certamente seria uma dama marciana. Que afirma¢ao poderia
ter sido essa?

5

O proximo socio que passou fez uma afirmagao a partir da qual Juca e Una
conseguiram deduzir que este socio certamente seria uma dama venusiana.
Que afirmacgao poderia ter sido essa?

6

Que afirmacao poderia ser feita tanto por um cavalheiro marciano, quanto
por uma dama marciana, ou por um cavalheiro venusiano, ou por uma dama
venusiana?
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A noticia da sagacidade de Juca e Una, que aplicavam a légica para de-
terminar o sexo e/ou a raca de varios sécios, se espalhou rapidamente pelo
clube. O dono do clube, um empreendedor brasileiro de nome Correia, che-
gou-se 2 mesa de Juca e Una para parabeniza-los. “Eu gostaria de testa-los
em alguns outros sécios,” disse Correia, “e ver o que vocés sao capazes de
fazer.”

7

Foi entdo que dois sécios passaram. “Venham se juntar a nés,” chamou
Correia, que os apresentou como Ork e Bog. Juca perguntou-lhes algo
sobre si, a0 que eles responderam:

ORK: Bog ¢ de Vénus.
BOG: Ork é de Marte.
ORK: Bog é um cavalheiro.
BOG: Ork é uma dama.

A partir destas informagdes, Juca e Una conseguiram sucessivamente identifi-
car ambos o sexo e a raca de cada um deles. O que ¢ Ork, e o que é Bog?

8

“Notem voces,” disse Correia, apds Ork e Bog terem saido, “que marcia-
nos e venusianos frequentemente casam entre si, € N6s teMos Muitos casais
mistos neste clube. Af esta um casal se aproximando da gente agora. Veja-
mos se vocés sao capazes de dizer se esse ¢ um casal misto ou nao.”

Eu nao me lembro dos primeiros nomes do casal, entio vou denomina-
los simplesmente A e B.

“De onde vocés sao?”, Una perguntou a A.

“De Marte,” foi a resposta.

“Isso nao é verdade!”, disse B.

Esse é um casal misto ou nio?

9

“Af vem outro casal,” disse Correia. “Novamente nio vou lhes contar se
esse ¢ um casal misto ou nao. Vamos ver se vocés conseguem descobrir
qual deles é o marido.”
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Denominemos os conjuges A e B. Juca perguntou: “Vocés sao ambos
do mesmo planeta?” Estas foram suas respostas:

A: Somos ambos de Vénus.
B: Isso nao é verdadel!

Qual deles é o marido?

10

“La esta outro casal,” disse Correia. “Mais uma vez, nao ditei a vocés se
esse ¢ um casal misto ou nao. Vejamos o que acontece!”

Desta vez eu consigo lembrar-lhes os primeiros nomes—eram eles Jal e
Tork.

“De onde sio cada um de vocés?”, perguntou Juca.

“Minha esposa ¢ de Marte,” redarguiu Tork.

“Somos ambos de Marte,” disse Jal.

Isto possibilitou a Juca e Una classifica-los completamente. Qual deles é
o marido e qual a esposa, e de qual planeta é cada um deles?

SOLUCOES

1+ A questio mais simples que funciona aqui é: “Vocé é marciano?” Su-
ponha que vocé receba a resposta afirmativa. O falante ou esta dizendo a
verdade ou esta mentindo. No primeiro caso, o falante é realmente marci-
ano, e sendo um marciano que diz a verdade ele ha de ser um cavalheiro.
Se o falante estd mentindo, entdo ele é realmente venusiano, portanto um
venusiano mentiroso, portanto mais uma vez ele é um cavalheiro. Entao,
em ambos 0s casos, uma resposta afirmativa indica que o falante seria um
cavalheiro. Uma anadlise similar (que deixo para o leitor) mostra que uma
resposta negativa indica que o falante seria uma dama.

E claro que a questio “Vocé é venusiano?” também funciona; uma res-
posta afirmativa entdo indica que o falante seria uma dama, e uma resposta
negativa indica que ele seria um cavalheiro.

2 ¢ A questao “Vocé é um cavalheiro?” funciona. (Deixo a verifica¢do para
o leitor.) Alternativamente, a questao “Vocé é uma dama?” também funci-
ona.
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3 ¢ A razdo pela qual é impossivel bolarmos uma pergunta de sim ou nio
que determine definitivamente se um dado sécio é um cavalheiro ou uma
dama e se este socio é marciano ou venusiano é que ha quatro possibilidades
para o s6cio—um cavalheiro marciano, uma dama marciana, um cavalhei-
ro venusiano, uma dama venusiana—mas ha apenas duas respostas possi-
vels para a questao: sim ou nao. E entdo, com apenas duas respostas possi-
veis, nao se pode determinar qual das quatro possibilidades de fato ocorre.

4 » Uma afirmagdo simples que funcionaria é: “Eu sou um cavalheiro ve-
nusiano.” Obviamente a afirmag¢ao nao pode ser verdadeira, ou terfamos a
contradicao de um cavalheiro venusiano fazendo uma afirmacio verdadei-
ra. Portanto a afirmagao ¢ falsa, donde decorre que o falante Nnéo é um ca-
valheiro venusiano. Ja que a afirmacao ¢ falsa, o falante ha de ser entdo uma
dama marciana.

5 ¢ Esta ¢ um pouco ardilosa. Uma afirmac¢iao que funciona é: “Sou uma
dama ou sou venusiano.” (Note: lembre-se que a frase “... ou ...” significa
pelo menos um e possivelmente ambos; ela nao significa exatamente um.)

Se a afirmacio for falsa, entdo o falante nem é uma dama nem é venusia-
no, e ha de se tratar portanto de um cavalheiro marciano. Porém, um cava-
lheiro marciano nio faz falsas afirmacdes, e temos entao uma contradico.
Isto demonstra que a afirmagio é verdadeira, portanto o falante tem que ser
uma dama ou um venusiano, e possivelmente ambas as coisas. Contudo, se
se trata de uma dama, ela ha de ser também venusiana, e se venusiana tam-
bém ha de ser uma dama, ja que damas que dizem a verdade sdo venusianas
e venusianos que dizem a verdade sdao damas. Consequentemente, o falante
ha de ser nao apenas venusiano mas também uma dama.

Por outro lado, se o falante tivesse feito a afirmacio mais forte: “Eu
sou uma dama e sou venusiano,” teria sido impossivel determinar quer seu
sexo, quer sua raga (tudo que se poderia inferir é que o falante nao é um
um cavalheiro marciano).

6 * Uma tal afirmacio é: “Eu sou um cavalheiro marciano ou uma dama ve-
nusiana”—ou, o0 que seria ainda mais simples: “Eu sempre digo a verda-
de.” Qualquer contador de verdade ou mentira poderia dizer isso.
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7 * Suponha que Ork tenha dito a verdade. Entao Bog seria nio s6 um
cavalheiro mas também venusiano, portanto Bog deve ter mentido. Supo-
nha, por outro lado, que Ork tenha mentido. Entao Bog nao é nem cava-
lheiro nem venusiano, donde Bog ha de ser uma dama marciana, logo mais
uma vez Bog deve ter mentido. Isto demonstra que, ndo importando que
Ork tenha dito a verdade ou nao, Bog definitivamente mentiu.

Ja que Bog mentiu, entao Ork nem ¢ de Marte nem ¢ uma dama, por-
tanto Ork ha de ser um cavalheiro venusiano. Consequentemente, Ork tam-
bém mentiu, donde Bog ha de ser uma dama marciana. E entdo a solugao
¢ que Ork é um cavalheiro venusiano e Bog uma dama marciana (e todas
as quatro afirmagdes foram falsas).

8 ¢ Ja que A afirmou ser de Marte, entio A tem que ser um cavalheiro (como
vimos na solu¢ao do Problema 1), e portanto B serda uma dama. Se A diz a
verdade, entao A de fato é de Marte, B mentiu, e sendo uma dama menti-
rosa também é de Marte. Se A mentiu, A na verdade é de Vénus, B disse a
verdade, e sendo uma dama que diz a verdade também ¢ de Vénus. Con-
sequentemente, este nao ¢ um casal misto; eles sao ambos do mesmo planeta.

9 ¢ Se a afirmacdo de A for verdadeira, entaio ambos sao de Vénus, por-
tanto A ¢ de Vénus e A sera decerto uma dama. Suponha que a afirmacao
de A seja falsa. Entido pelo menos um deles é de Marte. Se A for de Marte,
A ha de ser uma dama (ja que a afirmacdo de A ¢ falsa). Se B for de Marte,
B ha de ser um cavalheiro (ja que a afirmagao de B é verdadeira), portanto
mais uma vez A sera uma dama. L.ogo, A ¢ a esposa e B o marido.

10 * Suponha que Jal tenha dito a verdade. Entio os dois realmente sio
ambos de Marte, donde Tork é de Marte e a afirmacdo de Tork de que Jal
seria de Marte tera sido verdadeira. N6s temos entdo a impossibilidade de
um casal do mesmo planeta com ambos dizendo a verdade. Isto nao pode
ocorrer, portanto Jal deve ter mentido. Entdo, pelo menos um deles ¢ de
Vénus.

Se Jal é de Marte, entdo Tork sera aquele que é de Vénus. Mas, dessa
forma, Tork teria dito a verdade ao afirmar que Jal é de Marte e entio
Tork tem que ser uma dama, portanto Jal sera um cavalheiro, e temos a
impossibilidade de um cavalheiro marciano fazendo uma falsa afirmacao.
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Portanto, Jal nao pode ser de Marte; Jal ha de ser de Vénus. Uma vez que
Jal mentiu e é de Vénus, Jal tem que ser um cavalheiro. Além disso, ja que
Jal nao ¢ de Marte, Tork mentiu. Portanto Tork ¢ uma dama mentirosa, e é

portanto de Marte.
Em resumo, Jal ¢ um cavalheiro venusiano e Tork uma dama marciana.
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e (o
Um Pouquinho de
Logica Proposicional

Os ENIGMAS dos contadores de verdade e de mentira dos trés capitulos
anteriores ganham um significado adicional quando vistos em termos da dis-
ciplina conhecida como l6gica proposicional (como veremos no proximo
capitulo). Neste capitulo exporemos um pouco do basico—os conetivos
logicos, as tabelas de verdade, e as tautologias. Os leitores ja familiariza-
dos com estes conceitos podem passar direto para o proximo capitulo (ou
talvez dar apenas uma passada de olhos por este aqui para refrescar a
memoria).

OS CONETIVOS LOGICOS

A logica proposicional, como a algebra, tem o seu proprio simbolismo, o
qual ¢ relativamente facil de aprender. Na algebra, as letras x, y, z denotam
numeros nao especificados; na loégica proposicional, usamos as letras p,
q, 1, s (as vezes com subindices) para denotar proposi¢cdes nao especifica-
das.

As proposi¢des podem ser combinadas pelo uso dos chamados coneti-
vos |6gicos. Os principais conetivos sao:

(1) ~ (nao)
2 & (9
3 O (ow

O
(4) O (se-entdo)
(5) = (se-e-somente-se)

Acompanhe a seguir uma explicagao destes conetivos.
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(1) Negagdo. Dada uma proposicao p qualquet, por ~p queremos dizer o
0posto ou o contrério de p. Lemos ~p como “nio é o caso que p,” ou,
mais brevemente, “nao p.” A proposi¢ao ~p ¢ dita a negacdo de p; ela é
verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira. Podemos resumir es-
tes dois fatos na tabela seguinte, que é chamada a tabela de verdade para a
negac¢ao. Nesta tabela (bem como em todas as tabelas que seguem), usa-
remos a letra “V” para denotar verdade e “I"”” para denotar falsidade.

A primeira linha da tabela de verdade diz que se p tem o valor V (isto ¢,
se p for verdadeira), entio ~p tem o valor F. A segunda linha diz que se p
tem o valor F, entao ~p tem o valor V. Poderiamos também escrever isto
como:

~V=F
~F=V

(2) Conjungdo. Dadas duas proposicdes p e q quaisquet, a proposicao de
que p €q sao ambas verdadeiras se escreve “p&q” (ou, as vezes, “plLlq”).
Denominamos p&q a conjun¢éo de p e q. A conjungao ¢é verdadeira se p
e q sao ambas verdadeiras, mas falsa se qualquer uma delas ¢ falsa. Temos
portanto as seguintes quatro leis para a conjungao:

V&VvV=V
V&F=F
F&V=F
F&F=F

Segue daf a tabela de verdade para a conjungao:

p&q

o < <o
o< 1 <|e
o<
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(3) Disjuncdo. Dadas duas proposicoes p e q quaisquet, denotamos pot
pUq a proposi¢ao de que pelo menos uma das proposicoes p ou q é ver-
dadeira. Lemos plq como “p ou q—e possivelmente ambas.” (Ha um
outro sentido para “ou,” qual seja, exatamente uma, mas este nao é o senti-
do no qual usaremos a palavra “ou.” Se p e q forem ambas verdadeiras, a
proposicao plq sera tomada como verdadeira.) A proposicao plq é deno-
minada a diguncdo de p e q. A disjungao tem a seguinte tabela de verdade:

p | q] piq
VIV ] Vv
vIE]| Vv
Flv| v
F|F| F

Vemos que plq ¢ falsa somente no quarto caso—quando p e q sdo
ambas falsas.

(4) Se-Entdo. Dadas duas proposi¢oes p e q quaisquer, escrevemos plq
para denotar o fato de que p ¢é falsa ou p e q sio ambas verdadeiras—em
outras palavras, se p é verdadeira, também q o é. Algumas vezes lemos
plUq como “se p, entdo q,” ou “p implica q,” ou “nao ¢ o caso que p seja
verdadeira e q falsa.” Denominamos pllq o condicional de p e q. Para o
condicional temos a seguinte tabela de verdade:

p | q]| pig
vVIv] Vv
v|F| p
Flv] v
Fle| v

Notamos que plq ¢ falsa somente na segunda linha—o caso em que p
¢ verdadeira e q ¢ falsa. Isto talvez requeira alguma explica¢ao adicional:
pUq ¢é a proposi¢ao de que N&O é o caso que p seja verdadeira e q falsa. A
unica maneira pela qual ela pode ser falsa, portanto, é se for o caso que p
seja verdadeira e q falsa.
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(5) Se-e-Somente-Se. Por fim, denotamos por p=q a proposicao de que p
e q sao ambas verdadeiras ou sao ambas falsas, ou, o que d4 no mesmo,
que se qualquer uma delas for verdadeira, a outra também o sera. Lemos
p=q como “p é verdadeira se e somente se q for verdadeira,” ou “p e q sao
equivalentes.” (Lembramos que duas proposi¢des sio ditas equivalentes se
elas forem ambas verdadeiras ou ambas falsas.) A proposicao p=q é algu-
mas vezes denominada a bicondicional de p e q. Aqui esta a sua tabela de
verdade:
|

| p=q

o< <|o
< T <|o
<mm<

Parénteses. Precisamos usar parénteses para evitar ambiguidades. Por exem-
plo, suponha que eu escreva p&qUr. O leitor ndo tera como saber se eu
estou querendo dizer que p é verdadeiro e q ou r ¢é verdadeiro, ou se eu
estou querendo dizer que p e q sao ambos verdadeiros ou r ¢ verdadeiro.
No primeiro caso, eu deveria escrever p&(qLlr), e no segundo (p&q) Ur.

Tabelas de Verdade Compostas. De um modo geral, anotamos o valor de
verdade de uma proposi¢io como sendo V, se a proposi¢ao for verdadeira,
e como I, se ela for falsa. Dai, as proposi¢coes “2+2=4" ¢ “Lisboa ¢ a ca-
pital de Portugal,” embora sejam proposi¢des diferentes, tém o mesmo valor
de verdade—qual seja, V.

Considere agora duas proposi¢des p e q. Se sabemos o valor de verdade
de p e o valor de verdade de g, entio podemos determinar os valores de
verdade de p&q, plq, plq, e p=q—e¢ também o valor de verdade de ~p
(bem como o valor de verdade de ~q). Segue dai portanto que, dada uma
combinagdo qualquer de p e q (isto é, qualquer proposi¢ao expressavel em
termos de p e g, usando os conetivos logicos), podemos determinar o
valor de verdade desta combinacdo se conhecermos os valores de verdade
de p e de q. Por exemplo, suponha que A seja a proposicao (p=(q&p)) U
(~pOq). Dados os valores de verdade de p e de g, podemos sucessiva-
mente encontrar os valores de q&p, p=(q&p), ~p, (~plLq), e finalmente
(P=(q&p))d(~pUq). Ha quatro distribui¢des possiveis de valores de ver-

36



UM POUQUINHO DE LOGICA PROPOSICIONAL

dade para p e q, e em cada um dos quatro casos podemos determinar o
valor de verdade de A. Podemos fazer isto sistematicamente construindo a
seguinte tabela:

p | a]| q&p | p=(a&p) | ~p | ~pOq | (p=(q&p)D(~pOq)
V|V V V F V V
\Y% F F F F \Y% \Y%
F V F V V V V
F F F \Y% \Y% F F

Vemos que A ¢ verdadeira nos primeiros trés casos e falsa no quarto.
Consideremos um outro exemplo: seja B = (pUq)U(~qU~p), e cons-
truamos uma tabela de verdade para B.

plal -~ | ~q]| piq | ~q0~p | (GO9O(~qO~p)

VIV F F A% A% A%
V| F F A% F F A%
F |V A% F A% A% A%
F|F A% A% A% A% A%

Vemos que B ¢ verdadeira em todos os quatro casos, donde esta proposi-
¢ao constitui um exemplo do que mais adiante se denominara tautologia.

Podemos também construir uma tabela de verdade para uma combina-
¢ao de trés incognitas proposicionais—p, q e r—mas agora ha oito casos a
considerar (porque ha quatro distribuicdes de V’s e F’s para p e q, e com
cada uma destas quatro distribui¢oes ha duas possibilidades para r). Por
exemplo, suponha que C seja a expressao (p&(qUr))& (r&~p). Ela teria a
seguinte tabela de verdade:

p|q || qlr | p&(qlsy | ~p | t&~p | (p&(qU1)&(t&~p)
VI ivI[v] Vv Vv F F F
V|V |F F F F F F
V| F|V] V A4 F F F
V| F|F| V A4 F F F
F|V | V] V F A4 A4 F
F|V|F F F A4 F F
F|F|V] V F A4 A4 F
F|F|F| V F A4 F F

[SV]
NG|
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Vemos que C ¢ falsa em todos os oito casos; ela ¢ exatamente o oposto
de uma tautologia e constitui um exemplo do que se denominara contra-
digdo. N&o existem quaisquer proposi¢oes p, q e r tais que (p&(qlr))&
(t&~p) seja verdadeira. (Poderfamos ter visto isto sem o auxilio de uma
tabela de verdade, usando um pouco de senso comum. Suponha que
p&(qUr) seja verdadeira. Entao como poderia (r&~p) ser verdadeira, ja
que ~p ¢ falsa?)

Se fizermos uma tabela da verdade para uma expressio com quatro in-
cognitas—digamos p, q, t, € s—havera dezesseis casos a considerar, e con-
sequentemente a tabela de verdade tera dezesseis linhas. Em geral, para
qualquer numero positivo n, uma tabela de verdade para uma expressiao
com n incoégnitas tera 2" linhas (cada vez que acrescentamos uma incogni-
ta, o namero de linhas dobra).

TAUTOLOGIA

Uma proposi¢ao ¢ dita uma tautologia se a verdade do que ela afirma pu-
der ser estabelecida puramente com base nas regras da tabela de verdade
para os conetivos l6gicos. Por exemplo, suponha que uma pessoa diga
que vai chover amanha e uma segunda pessoa diga que nao vai. Ndo deve-
rfamos esperar descobrir qual delas esta certa usando uma tabela de verda-
de. Temos que aguardar até amanha e entao observar o tempo. Mas supo-
nha que uma terceira pessoa diga hoje: “Vai chover amanha ou nio vai.”
Ora, isto é o que eu chamo uma previsao segura! Sem aguardar até ama-
nha, e sem fazer qualquer observa¢iao, sabemos pela pura razdo que ele
deve estar certo. Sua asser¢ao ¢ da forma pl~p (onde p é a proposi¢ao de
que chovera amanhi), e para toda proposi¢ao p a proposi¢ao p~p tem
que ser verdadeira (como uma tabela de verdade facilmente mostrara).

A definicio mais usual de tautologia envolve a no¢io de formula. Por
uma férmula queremos dizer uma expressao construida a partir dos sim-
bolos ~, &, [, U, = e as variaveis proposicionais p, q, t, ..., corretamente
parentetizadas. Aqui estdo as regras precisas para a construcao de for-
mulas:
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(1) Qualquer variavel proposicional isolada é uma férmula.

(2) Dadas quaisquer férmulas X e Y ja construidas, as expressoes
X&Y), (XOY), XOY), ou (X=Y) também sao férmulas, e também é f6r-
mula a expressao ~X.

Entenda-se aqui que nenhuma expressao em geral sera dita féormula, a
nao ser que seja construida de acordo com as regras (1) e (2) acima.

Ao escrevermos uma férmula isolada, podemos eliminar os parénteses
mais externos sem incorrer em qualquer ambiguidade—por exemplo, ao
enunciarmos “a formula plq,” queremos dizer “a férmula (pUq).”

Uma férmula em si mesma nao é verdadeira nem falsa, mas apenas se
torna verdadeira ou falsa quando interpretamos as variaveis proposicionais
como tomando o lugar de proposicoes definidas. Por exemplo, se eu per-
guntasse: “A férmula (p&q) é verdadeirar”, vocé certamente (e correta-
mente) redarguiria: “Depende de quais proposi¢oes as letras ‘p” e ‘q’ repre-
sentam.” E entdo uma férmula tal como “p&q” ¢ algumas vezes verdadei-
ra e algumas vezes falsa. Por outro lado, uma férmula tal como “pU~p” é
sempre verdadeira (¢ verdadeira nio importando qual proposi¢ao seja re-
presentada pela letra “p”) e ¢ entdo chamada uma férmula tautolégica. As-
sim, uma férmula tautolégica é por definicio uma férmula que é sempre
verdadeira—ou, o que dd no mesmo, uma férmula cuja tabela de verdade
contenha apenas V’s na sua dltima coluna. Podemos entao definir uma
proposi¢ao como sendo uma tautologia se ela for expressavel por alguma
térmula tautoldgica sob alguma interpretaciao das variaveis proposicionais.
(Por exemplo, a proposi¢ao de que esta chovendo ou nao esta chovendo é
expressavel por meio da férmula pU~p, se interpretamos “p” como a pro-
posi¢ao de que esta chovendo.)

Implicagdo Ldgica e Equivaléncia. Dadas duas proposi¢oes X e Y quais-
quet, diremos que X implica logicamente Y, ou que Y ¢é consequéncia |ogica
de X se XY for uma tautologia. Diremos que X ¢ logicamente equivalente
a'Y se X=Y for uma tautologia; ou, o que d4a no mesmo, se X implica logi-
camente Y e Y implica logicamente X.
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ALGUMAS TAUTOLOGIAS

A tabela de verdade é um método sistematico para a verificagio de tauto-
logias, mas muitas tautologias podem ser reconhecidas mais rapidamente
se usarmos um pouquinho de senso comum. Aqui estao alguns exemplos:

@D (U9 &(@Un) ULy

Esta proposi¢ao afirma que se p implica g, e se q implica r, entdo p im-
plica r. Isto certamente ¢ auto-evidente (mas pode, ¢ claro, ser verificado
por uma tabela de verdade). Esta tautologia tem um nome—ela ¢é dita Silo-
gismo hipotético.

@ (P&PEUq)hUq.

Isto afirma que se p é verdadeira, e se p implica q, entdo q é verdadeira,

0 que ¢ por vezes parafraseado por: “Qualquer coisa implicada por uma
proposicao verdadeira é verdadeira.”

3 (PUg&~qU~p.

Isto afirma que se p implica uma proposicao falsa, entao p ha de ser falsa.

@ (PUg&PU~q)U~p.

Isto atirma que se p implica q e também p implica nao q, entdo p ha de
ser falsa.

©) (=pHg)&(~pU~q)Up.

Este principio é conhecido como redugéo ao absurdo. Para mostrar que p
¢ verdadeira, basta mostrar que ~p implica alguma proposi¢dao q, e tam-
bém sua negacio ~q.

©) (pUg)&~p)Uq.

Este é um principio familiar de logica, dito silogismo diguntivo: se pelo

menos uma das proposi¢oes p ou q for verdadeira, e se p for falsa, entao
certamente sera q a proposicao verdadeira.

() (PHe&((pUr&(qUr)) Ur.
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Este é outro principio familiar conhecido como demonstragéo por ca-
so0s. Suponha que plq seja verdadeira. Suponha também que p implica r e
que q implica r. Entdo r ha de ser verdadeira (ndo importando se €é p ou q
a verdadeira—ou se ambas o s30).

O leitor com pouca experiéncia em logica proposicional tirara proveito
do seguinte exercicio.

Exercicio 1. Diga quais das seguintes férmulas sio tautologias.

@ (PUq9L(qlp)
(b) PUgU(~pU~q)
© (PUgL(~qU~p)

) (p=qU(~p=~q)
© ~(@PU~p
® ~P=~p)

© ~(P&gU(~p&~q)
(h) ~eUg9U(~pU~q)
@ (~pU~q)U~(plq)
() ~(p&g=(~pt~9)
O ~PUg=(~p&~q)
(m) (@=U((PpUg=@EUy)
@) (P=(p&qg)=(q=@Ptqy)

Discussdo. O que ha de significativo nas tautologias ¢ que elas nio apenas
sao verdadeiras, mas sdo logicamente certas. Nao sao necessarios experi-
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mentos cientificos para estabelecer sua veracidade—tais proposicdes po-
dem ser verificadas com base na pura razao.

Pode-se caracterizar alternativamente as tautologias sem apelo a no¢ao
de férmulas. Definamos um estado de coisas como uma classificagao qual-
quer de todas as proposi¢cdes em duas categorias—proposicoes verdadeiras
e proposicoes falsas—sujeita a restricio de que a classificacao devera obe-
decer a tabela de verdade para os conetivos logicos (por exemplo, nao po-
demos classificar p[lq como verdadeira se p e q forem ambas classificadas
como falsas). Uma tautologia, entdo, é uma proposi¢ao que ¢ verdadeira
em todo possivel estado de coisas.

Isto tem a ver com o conceito leibniziano de mundos possiveis. Leibniz
afirmava que, de todos os mundos possiveis, este era o melhor. Franca-
mente, nao faco idéia se ele estava correto ou equivocado com relagiao a
isso, mas o que nos interessa notar ¢ que ele levava em consideragao outros
mundos possiveis. A partir daf, um ramo inteiro da légica filosofica conhe-
cido como semantica de mundos possiveis foi desenvolvida em anos re-
centes—notadamente pelo filésofo Saul Kripke—desenvolvimento este que
sera discutido em um capitulo posterior. Dado um mundo possivel qual-
quer, o conjunto de todas as proposi¢oes que sao verdadeiras naquele mun-
do, juntamente com o conjunto de todas as proposi¢oes que sao falsas na-
quele mundo, constitui o estado de coisas naquele mundo. Uma tautologia,
entao, ¢ verdadeira nao apenas neste mundo, mas em todos os mundos
possiveis. As ciéncias fisicas estdo interessadas no estado de coisas do mun-
do real, enquanto a matematica pura e a logica estudam todos os possiveis
estados de coisas.
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o/ o
Cavaleiros, Cavilosos
e Logica Proposicional

NOVA VISITA AOS CAVALEIROS E CAVILOSOS

Introduziremos agora um mecanismo de traducdo simples porém basico
através do qual se pode reduzir uma por¢ao de problemas sobre contado-
res de verdade e de mentira a problemas de l6gica proposicional. Este me-
canismo se revelara crucial em varios dos capitulos subsequentes.
Retornemos a Ilha dos Cavaleiros e Cavilosos. Dado um nativo N, seja
d mais uma vez a afirmagao de que N é um cavaleiro. Ora, suponha que N
afirme a proposi¢ao X. Em geral ndo sabemos se N é um cavaleiro ou um
caviloso, nem se X é verdadeira ou falsa. Mas ha algo que sabemos: se N
for um cavaleiro, entdo X ¢ verdadeira, e reciprocamente, se X for verda-
deira, entdo N é um cavaleiro (pois cavilosos jamais fazem afirmacées ver-
dadeiras). E portanto sabemos que N é um cavaleiro se e somente se X for
verdadeira; em outras palavras, sabemos que a proposi¢io d=X ¢é uma
proposi¢ao verdadeira. Traduziremos assim “N afirma X” como “d=X.”
Em certas ocasides ha dois ou mais nativos envolvidos—por exemplo,
suponha que tenhamos dois nativos N1 e N2. Denominaremos di a propo-
sicao de que Ni é um cavaleiro; denominaremos dz a proposi¢ao de que
N2 é um cavaleiro. Se houver um terceiro nativo N3 envolvido, denomina-
remos dj; a proposi¢ao de que N3 é um cavaleiro, e assim por diante, para
todos os nativos envolvidos. Traduziremos entio “Nj afirma X como
“d1=X”; traduziremos “Npz afirma X como “d2=X”; e assim por diante.
Vejamos agora o primeiro problema do Capitulo 3 (pagina 13). Ha dois
nativos N1 e N2 (o marido e a esposa) envolvidos. Somos informados de
que N afirma que N e N2 sdo ambos cavilosos; temos que determinar
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quais s3o os verdadeiros tipos de N1 e N2. Ora, di é a proposicao de que Nj
¢ um cavaleiro, portanto ~d; é equivalente a proposi¢io de que Nj é um
caviloso (ja que cada nativo é ou um cavaleiro ou um caviloso, mas nio
ambas as coisas). De modo similar, ~dz é a proposicao de que Nz é um
caviloso. Portanto, a proposi¢io de que N1 e N2 sdo ambos cavilosos é
~d1&~dz. Dai, N1 afirma a proposi¢ao ~di& ~dz, donde, usando nosso
mecanismo de traducdo, concluimos que a realidade da situacao é que
d1=(~d1&~d2) ¢ verdadeira. Assim o problema pode ser recolocado nos
seguintes termos puramente proposicionais: dadas duas proposi¢oes di
e dz tais que di1=(~d1&~d2) seja verdadeira, quais sdo os valores de verda-
de de di e de dz2? Se fizermos uma tabela de verdade, veremos que o tGnico
caso em que d1=(~d1&~d2) ¢ verdadeira ocorre exatamente quando dp é
falsa e d2 é verdadeira. (Também vimos isso pelo raciocinio por senso
comum a0 resolvermos o problema no Capitulo 3.) Como resultado,
temos que as proposi¢oes (d1=(~d1&~dz))U~di e (di1=(~d1&~d2))Ud2 sdo
ambas tautolégicas.

Todo o conteido matematico deste problema se resume assim ao fato
de que, dadas proposi¢oes di e d2 quaisquer, a seguinte proposi¢ao ¢ uma
tautologia: (d1 E(~d1&Nd2)) (| (~d1&d2).

O leitor notara ainda que a proposicao reciproca (~di&dz)0(d1=
(~d1&~d2)) também ¢ uma tautologia, donde a proposi¢ao d1=(~d1&~dyz) é
logicamente equivalente a proposi¢ao ~di1&dz.

Analisemos agora o segundo problema do Capitulo 3 (pagina 14). Ali Ny
afirma que N1 ou Nz sdo cavilosos. Concluimos que N; é um cavaleiro e N2
uma cavilosa. O conteudo matematico deste fato se resume ao fato de que
a proposi¢ao (di1=(~di1U~d2)) 0 (d1&~d2) é uma tautologia.

O leitor notara eventualmente que a reciproca também é verdadeira, e
portanto que a proposi¢ao (di1=(~d10~dz2))=(d1& ~d2) ¢ uma tautologia.

A tradugio do Problema 3 tem um significado teérico especial; de fato,
consideremo-la na forma mais geral do Teorema I, Capitulo 3 (pagina 15).
Temos um nativo N sustentando acerca de uma certa proposi¢io q que
se N for um cavaleiro, entio q ¢ verdadeira (q poderia ser a proposicao de
que a esposa de N é uma cavaleira, ou de que ha ouro na ilha, ou qualquer
outra proposi¢ao). Denominemos d a afirmacdo de que N ¢é um cavaleiro.
Dai, N esta afirmando a proposi¢ao dlq, e entdo a realidade da situagio é
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que d=(d0q) é verdadeira. Devemos determinar a partir dai o valor de
verdade de d e q. Como vimos, d e q tem que ser ambas verdadeiras. Logo,
o conteido matematico do Teorema I, Capitulo 3, se resume ao fato de
que (d=(d0q))0(d&q) é uma tautologia. Evidentemente este fato nao de-
pende realmente da natureza especifica da proposicao d; dadas quaisquer
proposi¢oes p e ¢, a proposicao (p=(pUq))L (p&q) é uma tautologia.
A proposicao reciproca, (p&q)J(p=(pUq)), também ¢ uma tautologia, pois
se p&q for verdadeira, temos que p e q sao ambas verdadeiras, donde se
conclui que plq ha de ser verdadeira, logo p=(pUq) ha de ser verda-
deira. Por conseguinte, a férmula seguinte ¢ uma tautologia: (p=(plq))=
(Pp&q).

Vejamos agora o Problema 4, ou melhor, o Teorema II, no Capitulo 3
(pagina 17). Aqui temos N afirmando que N é um cavaleiro Se e somente seq.
Denominemos mais uma vez como d a proposicao de que N ¢ um cavaleiro.
N afirma, portanto, a proposi¢cao d=q. Sabemos, consequentemente, que
d=(d=q) ¢é verdadeira. Podemos determinar dai que q tem que ser verda-
deira, e entdo o conteddo matematico essencial do Teorema Il reside no
fato de que a seguinte férmula é uma tautologia: (d=(d=q))Uq.

Esta tautologia ¢ o que eu denominaria a tautologia de Goodman, ja
que ela surge do problema de Nelson Goodman, que foi discutido no Ca-
pitulo 3.

Exercicio 1. Consideremos trés nativos N1, N2 e N3 da Ilha dos Cavaleiros
e Cavilosos. Suponha que N1 e N2 fazem as seguintes afirmagdes:

Ni1: N2 e N3 sdo ambos cavaleiros.
N2: N1 é um caviloso e N3 é um cavaleiro.

De que tipos sio N1, N2 e Na?

Exercicio 2. (a) A férmula seguinte é uma tautologia?
(d1=(d2&ds)) & (do= (~d1&edy)) U ((~di & ~do) & ~ds)

(b) Qual a relagao desta formula com o Exercicio 17

Exercicio 3. Mostre que a proposicio p3 é consequéncia légica das duas
proposicoes seguintes:
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(1) p1=~p2
2) p2=(P1=~p3)

Exercicio 4. Suponha que N1, No, ¢ N3 sejam trés nativos da Ilha dos Ca-
valeiros e Cavilosos, e que N1 e N2 facam as seguintes afirmagoes:

Ni: N2 é um caviloso.
N2: N1 e N3 sdo de tipos diferentes.

(a) N3 ¢ um cavaleiro ou um caviloso?
(b) Qual a relagao deste evento com o Exercicio 37

OS PROBLEMAS DE UNA

Virios dos problemas de Una do Capitulo 4 podem também ser resolvidos
por tabelas de verdade. Veja, por exemplo, o primeiro deles (pagina 20):
temos dois nativos N1 e No; Ny afirma que se N1 e N2 forem ambos cava-
leiros, entdo Una estd na ilha. N2 afirma o mesmo. Denominemos O a
proposi¢ao de que Una esta na ilha. Usando nosso mecanismo de tradu-
¢do, sabemos que as duas proposi¢oes seguintes sao verdadeiras.

(1) di=((d1&d2) JO).
(2) d2=((d1&d2) JO).

Devemos determinar se O é verdadeira ou falsa. Ora, se vocé fizer
uma tabela de verdade para a conjuncao de (1) e (2)—isto é, para (di=
(d1&d2) 0O)) & (d2=((d1&d2) HO)), vera que a ultima coluna contém Vs
naquelas linhas, e somente naquelas linhas, nas quais a coluna de O con-
tém o valor V. Consequentemente, O tem que ser verdadeira.

Exercicio 5. Suponha que Juca continue procurando por Una e encon-
tre dois nativos A e B em uma ilha e eles lhe facam as seguintes afirma-
coes:

A: Se B for um cavaleiro, entao Una nao estd nesta ilha.
B: Se A for um caviloso, entio Una nio esta nesta ilha.

Sera que Una esta nesta ilha?
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Exercicio 6. Em uma outra ilha, dois nativos A e B fazem as seguintes
afirmacoes:

A: Se algum de n6s dois for um cavaleiro, entdo Una esta nesta ilha.
B: Se algum de nés dois for um caviloso, entao Una esta nesta ilha.

Estara Una nesta ilha?

Exercicio 7. Em ainda outra ilha, dois nativos A e B fazem as seguintes
afirmacoes:

A: Se eu for um cavaleiro e B um caviloso, entdo Una esta nesta ilha.
B: Isso niao é verdade!

Estara Una nesta ilha?

NOVA VISITA AOS MARCIANOS E VENUSIANOS

Muitos dos enigmas Marte-Vénus-Dama-Cavalheiro do Capitulo 5 também
podem ser resolvidos por tabelas de verdade, embora o mecanismo de tra-
dugao necessario seja um pouco mais complexo, e problemas deste tipo nao
serao considerados mais adiante neste livro.

Enumeremos os sécios em alguma ordem N1, N2, N3, etc., e para cada
numero i seja M; a proposi¢ao de que N; é um marciano, e seja C; a propo-
sicao de que Nj é um cavalheiro. Entdo N; é venusiano pode ser escrito
como ~M;, e N; é uma dama pode ser escrito como ~C;. Ora, N; diz a ver-
dade se e somente se N; ¢ um cavalheiro marciano ou uma dama venusia-
na, o que pode ser simbolizado por (Ci&M;)U(~C;&~M;), ou mais sim-
plesmente, C;=M;. E agora entdo, se N; afirma uma proposicao X, a reali-
dade da situacdo esta expressa na proposicao seguinte: (C;EM;)=X.

E este portanto o nosso mecanismo de tradugio. Sempre que N; afir-
mar X escreveremos: (C;EM;)=X.

Observe, por exemplo, o Problema 7 do Capitulo 5 (pagina 26)—o caso
de Ork e Bog. Chamemos Ork de N1 e Bog de N2. Somos ali informados
das quatro proposi¢oes seguintes (ap6s aplicarmos o mecanismo de tradu-
¢ao acimay):
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(1) (C1=Mp=~M
) (C2=Mz)=M;
) (C1=EMp=Co
# (C2=Mp)=~Cy

Os valores de verdade de My, Ci, Mz, e C2 podem entdo ser encontra-
dos a partir de uma tabela de verdade. (Ha quatro incognitas My, Ci, Mo,
e Cz envolvidas, e ha portanto dezesseis casos a considerar!)

Nota: Nem todos os problemas de contadores de verdade e mentira po-
dem ser resolvidos pelos mecanismos de traducao deste capitulo. Estes
mecanismos funcionam bem para problemas nos quais somos informados
sobre o que os falantes dizem e devemos deduzir dai certos fatos acerca
deles. Mas para o tipo mais dificil de enigmas nos quais temos que bolar
uma questao ou afirmagdo para cumprir um certo papel, é necessario mais
reflexdo. Ha outros mecanismos sistematicos de tradugao que ajudam em
diversos casos, mas este é um topico que vai além da linha principal de
reflexdo deste livro.
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