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RESUMO

As regras dos conectivos proposicionais cldssicos sdo baseadas na dlgebra booleana e muitos
estudos sdo feitos sobre as caracteristicas apresentadas por eles. Alguns conectivos s@o mais
estudados que outros relegando a um segundo plano outros conectivos que também
representam conceitos relevantes. Encontra-se nesta situacdo o conectivo da bi-implicagao
que tem associado a si a idéia de igualdade. De fato, a maioria das l6gicas nao cléssicas, por
exemplo a Ldgica Nebulosa, tém ignorado este conectivo. Assim, estender a bi-implicagcdo
para a ldégica nebulosa abre espaco para representar matematicamente a nog¢ao de
similaridade, uma vez que a ldgica nebulosa descreve nog¢des imprecisas presentes na
linguagem natural. Regras matematicas baseadas em funcdes ja existentes foram usadas para
descrever formas canOnicas para a bi-implicacdo nebulosa. Também foi analisado um escopo
de conhecimento algébrico das operacdes bindrias. Propriedades foram propostas para as
fungdes bi-implicacdes nebulosas e estudadas para quais formas candnicas elas estdao
presentes.

Palavras chave: Bi-implicacdo, Légica nebulosa, Formas canonicas.



ABSTRACT

The rules of the classical propositional connectives are based in the Booleana Algebra
and many researches are done about the characteristics presented by them. Some connectives
are more studied than others, relegating to a second plane other connectives that also represent
relevant concepts. In this situation is the connective of bi-implication which has associated in
it the idea of equality. In fact the most of non-classical logics, for example the Fuzzy Logic,
has ignored this connective. Thus, extend such connective to the fuzzy logic provide a
mathematical representation for the notion of similarity, once that fuzzy logic describes
imprecise notions existent within natural language. Mathematical rules based on existing
functions have already been used to describe canonical forms to fuzzy bi-implication. It was
also taken to analysis a scopus of algebraic knowledge of binary operations. Properties were
purposed for the fuzzy bi-implication functions and studied to which canonical forms they are

present.

Keywords: Bi-implication, fuzzy logic, canonical forms.
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1. INTRODUCAO

A palavra "légica" vem do grego e significa razdo, A Légica € a ciéncia das leis ideais do
pensamento, € a arte de aplicd-las corretamente para procurar € demonstrar a verdade. Os
primeiros estudos nesse ramo do conhecimento datam da Grécia, India e China. Mas, o sistema
de raciocinio, desenvolvido na Grécia, foi o modelo que deu origem ao sistema moderno de
l16gica, a l6gica de predicados. Desses estudos surgiu a ldgica cldssica que admitia apenas falso
ou verdadeiro como valoracdes de uma proposi¢do. A légica moderna comecou com o livro
Légica, ou a arte do pensamento ou Port-Roval Logic de Antoine Arnauld e Pierre Nicole em
1662, pois esse livro foi a mais influente introdug¢do em ldgica até o inicio do século e nele é
apresentado uma doutrina cartesiana (simbolos que representam as idéias). A idéia de um
“cdlculo do raciocinio” deve-se a René Descartes por ter sido um dos primeiros a usar técnicas
algébricas para descrever uma exploracdo cientifica. A 16gica moderna substituiu a dicotomia
analitica sujeito-predicado, herdada da l6gica aristotélica, pela oposi¢do matemadtica funcao-
argumento até chegar ao calculo de predicados. Na 16gica moderna adota-se a idéia de um calculo
do raciocinio por meio de técnicas algébricas para a pesquisa cientifica, incentivadas por Leibniz
e Gottlob Frege. O resultado revolucionou a l6gica, pois surgiu a Légica de Predicado (cédlculo de
predicado) que adiciona os quantificadores as proposicdes e a forma que eles interferem nos
resultados.

Atualmente a l6gica estd incorporada a todos os ramos cientificos, pois as descobertas
(verdades) devem ser testadas (provadas) por aqueles que t€m interesse pelo conhecimento em
questdo; o processo que levou a isso foi lento e natural de forma que se estuda a 16gica na forma
de fazer ciéncia sem necessariamente se deter ou reconhecer que ela estd presente. Os ramos do
conhecimento que exigem uma postura critica estudam a légica propriamente dita, para que as
suas afirmacdes sobre a realidade sejam coerentes e sustentdveis. Em ciéncias da computacdo a
l6gica esta inserida diretamente em projetos de circuitos digitais e desenvolvimento de softwere,
entre outras.

A ldgica cladssica sempre encarou problemas que a sua representacdo era insatisfatoria e
por isso surgiram propostas na area que pudessem atender esses casos adversos. Entenda-se como

l6gica cléssica a 16gica que atender aos principios basicos como Lei do Terceiro Excluido, Lei da
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Nao-contradicdo e Lei da Identidade. Essas outras propostas sdo divididas em dois grupos:
Complementares (acrescentam principios aos da ldgica cldssica) e Anti-cldssicas (negam ou
alteram alguns principios da l6gica classica). Sdo exemplos de 16gicas complementares: Logica
Modal (agrega o principio da possibilidade), Logica Epistémica (agrega o principio da crenga) e
Logica Deontica (agrega o principio da legalidade). Sdo exemplos de ldgicas anti-cldssicas:
Logica Paraconsistente (ndo existe a Lei da Nao-contradi¢do), Logica Paracompleta (ndo existe a
Lei do Terceiro Excluido) e Légica Nebulosa (trabalha com graus de pertinéncia)'. As 16gicas
mencionadas sdo apenas algumas. Vdrias pesquisas sdo feitas para criar modelos que sejam
capazes de responder as situacdes que a légica cldssica ndo é capaz de responder. A razdo de
existir de uma dessas lgicas € abordada em especial neste trabalho como veremos adiante.

No decorrer dos estudos realizados pelos logicos, percebeu-se que existiam situagdes
(certas nuances) que a logica cldssica ndo conseguia exprimir, como por exemplo “o dia estd
quente”, pois essa no¢do € subjetiva, sem limite definido. Se tomarmos qualquer temperatura t
como limite inferior, entdo o dia em que a temperatura for t-g, com & proximo de zero, ndo seria
considerada “quente”. Mas até que ponto isso faria tanta diferenca?. Para lidar com essas
situagdes de forma mais adequada, Zadeh em 1965, introduziu a ldégica nebulosa, onde
afirmacdes t€ém um grau de verdade que varia de O até 1. Sendo assim a l6gica nebulosa vem
tratar situagdes onde existe incertezas/imprecisdes nas informagdes. Outra proposta para esse tipo
de situacdo foi o uso da teoria das probabilidades mas até mesmo ela nem sempre € adequada. A
16gica nebulosa (difusa ou “fuzzy”) tem sua base na teoria dos Conjuntos Nebulosos que admite a
imprecisdo nas informagdes referentes a teoria dos conjuntos. Assim a logica nebulosa é uma
ferramenta capaz de capturar informagdes vagas, em geral descritas em uma linguagem natural e
converté-las para um formato numérico, de facil manipula¢do pelos computadores de hoje em
dia. Atualmente as dreas que t€ém encontrado uma aplica¢ao da légica nebulosa sdao: Linguagem
Formal; Reconhecimento de Padrdes; Controle de Processos; Robética; Modelagem de Sistemas
Parcialmente Abertos; Sistemas Especialistas; Processo de Tomada de Decisdo; Linguagem
Natural, etc.. Duas dire¢des principais na pesquisa da légica nebulosa tém se destacado. A
primeira € a pesquisa em sistemas computacionais de controle baseado em raciocinios nebulosos.
A segunda é o estudo desta légica do ponto de vista simbdlico como teoria formal, estritamente

matematico.

" Observe que na infinidade de I6gicas nebulosas existe uma familia delas que se comporta como a légica classica[4].
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Assim, cada légica nebulosa, nos leva a estender a dlgebra Booleana usual (contrapartida
semantica da ldégica cldssica) para uma dlgebra (ndo necessariamente Booleana) tendo como
conjunto base o intervalo [0,1]. A forma de modelar tais conectivos no intervalo [0,1] € objeto de
estudos da légica nebulosa. A idéia é que esses conectivos sejam generalizados, preservando
propriedades minimas, vindas da légica proposicional cldssica. Tais propostas sdo advindas das
normas triangulares (t-normas), fungdes definidas para o intervalo [0,1] que tem propriedades
minimas razodveis da conjun¢do em relacdo aos valores cldssicos. De forma andloga ao que
ocorre na logica proposicional cldssica as familias de fun¢des podem ser obtidas a partir das
outras. Implicacdes nebulosas pode ser obtidas canonicamente a partir de t-normas e a negacao
nebulosa pode ser obtida canonicamente a partir da implica¢do nebulosa. De fato, todos os outros
“conectivos nebulosos” podem ser obtidos canonicamente a partir das t-normas pois 0 mesmo &
feito na logica proposicional cldssica em relacdo aos conectivos entre si. As t-normas e t-
conormas apresentam as seguintes propriedades: Comutatividade, Associatividade,
Monotonicidade e Elemento Neutro, propriedades que podem ser encontradas nos respectivos
conectivos cldssicos. Mas essas ndo sdo as unicas propriedades presentes, porém a generalizacao
ndo preserva todas as propriedades sendo, admissivel que um pequeno nimero delas sejam
conservada. Outras propriedades podem ser agregadas mas sem estarem presentes nos conectivos,
como por exemplo continuidade, essas propriedades geram uma subfamilia de funcdes.

A quantidade de pesquisas sobre a bi-implicacio nebulosa € reduzida; deixando a
impressao de que essa familia de fungdes (conectivos nebulosos) foi relegada a uma categoria
inferior aos outros conectivos nebulosos. Assim, este trabalho visa re-colocar o conectivo bi-
implica¢c@o nebulosa em igual patamar aos outros. Uma das motivagdes disto se deve ao fato de
que a bi-implicacdo nebulosa poderia ser aplicada para modelar aspectos similaridade do tipo o
quanto duas pessoas sdo igualmente altas. Grande parte das publica¢des disponiveis, no
momento, nio ddo atenc¢do ao conectivo da bi-implicacdo. E possivel encontrar com facilidade
artigos referentes aos outros conectivos (em alguns casos tais artigos lidam apenas com um
deles). Sendo assim este trabalho se propde a apresentar algumas informacdes sobre esse
conectivo e sua generalizacdo. De igual modo, as familias de fun¢des usadas para representar os
operadores 16gicos, a bi-implicagdo deve ter um conjunto de propriedades minimas capazes de
representar a generalizacdo a que ele € proposto. Note que é possivel usar a bi-implicagcdo e

implicagdo como operadores primitivos, de tal forma que os outros operadores passam a ser
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definidos em funcdo deles, contribuindo assim para acrescentar fundamentos para a drea. A bi-
implicagdo neste artigo passa a ocupar um lugar de destaque do ponto de vista da légica
proposicional cldssica, pois sdo apresentadas propostas de derivacdo de outros conectivos a partir
da bi-implicagdo assim como da légica nebulosa onde é feita uma algebrizacio para a
generalizagdo desse conectivo.

No contexto deste trabalho apresentaremos no capitulo 2 um breve comentario sobre os
conectivos proposicionais cldssicos e suas caracteristicas e de que forma a bi-implica¢do pode ser
usada como operador primitivo; no capitulo 3 falaremos sobre a generalizacdo dos conectivos e
as propriedades minimas admitidas como também as propriedades adicionais que formam
subclasses destas, ou seja, falaremos das t-normas, t-conormas, implicacao nebulosa e negacdo
nebulosa, mencionando as relagdes que podem vir a existir entre elas; no capitulo 4 € apresentado
um conjunto de propriedades razodveis de se exigir a uma bi-implica¢do nebulosa, além de ser
proporcionado uma variedade de formas candnicas de se obter a bi-implicacdo a partir dos outros
conectivos nebulosos. Finalmente neste capitulo analisamos algumas das propriedades que

satisfazem essas formas candnicas.
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2. CONECTIVOS CLASSICOS PROPOSICIONAIS

Antes de se falar sobre os conectivos nebulosos é necessdrio entender o funcionamento
dos operadores na légica proposicional cldssica. Os conectivos proposicionais classicos sao
operadores que podem ter vérios, apenas um (negacdo) ou nenhum operando (no caso das
constantes “0” e “17). Eles devem retornar um valor verdade (verdadeiro ou falso).
Considerando-se apenas 2 operandos (verdadeiro sendo “1” e falso sendo “0”) temos que a
conjuncdo entre estes operandos resultard em um valor conforme a regra de operagdo de
multiplicagdo booleana. J4 a disjun¢do resultard um valor segundo a regra de soma booleana, por
tal motivo, a aritmética booleana € estuda. Nao apresentaremos aqui detalhes das operacdes
booleanas mas mostraremos a “tabela verdade” com todos os resultados possiveis.

Vale ressaltar que os conectivos podem ser combinados para reproduzir o resultado de
outro conectivo. Como por exemplo usando a negacdo ( —) e a implicacdo ( — ) como operandos
primitivos derivamos a disjun¢do ( v ) pela seguinte férmula (—x — y). Desta maneira é possivel
com apenas estes dois conectivos conseguir o0 mesmo resultado dos outros operadores. Neste caso
mostramos férmulas onde apresentamos a bi-implicacdo e a implicagcdo como conectivos de onde
derivaremos outros. Seguindo por um caminho diferente dos artigos publicados na &area

colocamos a bi-implica¢do em posi¢ao de destaque em relagao aos outros conectivos.

Os conectivos proposicionais na légica cldssica do ponto de vista semantico e sintdtico sao
apresentados a seguir com algumas propriedades minimas usadas para a generaliza¢dao destes

conectivos.

2.1 NEGACAO ()

Captura informacdes do tipo “ndo x”. Sendo P um operando temos que —P € verdade se e
somente se P € falso.

As propriedades a seguir sdo as propriedades usadas para generalizar a negacgao.

Condicao de borda: =0 =1¢e 1 =0;

Monotonicidade: Se P < Q entdo =P > —Q
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2.2 CONJUNCAO (A)

Captura afirmacdes do tipo “x e y”. Sendo P e Q dois operandos temos que P A Q ¢é
verdade se P € verdade e Q é verdade.

As seguintes propriedades sdo usadas mais adiante como base para a generalizacdo da
conjuncgao.

Comutatividade: PAQ=Q A P;

Associatividade: PA (QAR)=(P A Q) AR;

Monotonicidade: Se Q <RentioPA Q<P AR;

Condic¢ao de contorno: P A 1 =P.

2.3 DISJUNCAO (v)

Captura afirmagdes do tipo “x ou y”. Sendo P e Q dois operandos temos que P v Q é
verdade se P é verdade ou Q ¢ verdade.

As seguintes propriedades sdo usadas mais adiante como base para a generalizacdo da
conjuncgao.

Comutatividade: PvQ=Q v P;

Associatividade: PV (QVvR)=(Pv Q) v R;

Monotonicidade: Se Q <RentioPvQ<PvVR;

Condic¢ao de contorno: P v 0 =P.

2.4 IMPLICACAO ( —)

Captura afirmagdes do tipo “Se x entdo y”. Sendo P e Q dois operandos (valores
verdades) temos que P — Q ¢é falsa se, e somente se, o antecedente P € verdadeiro e o
conseqiiente Q € falso.

A caracterizagdo dos conectivos através da bi-implicacdo € restrita pois para todas as

combinacdes de valores verdade verdadeiros (ou falsos) a saida terd necessariamente uma
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quantidade par desses valores verdades. Assim faz-se necessdrio contar com um conectivo que
fornecesse uma quantidade impar de valores verdades verdadeiros (ou falsos) para auxiliar na
caracterizacdo daqueles conectivos com respostas também impares (como por exemplo a
conjuncao). O conectivo escolhido foi a implicagcdo ja que nao € interesse deste trabalho tratar a
conjuncao e disjuncdo como conectivos primitivos. Sendo assim a implicacdo junto a bi-
implica¢do podem ser considerados como primitivos, ou seja, a partir deles poderiam-se obter os

outros conectivos.

2.5 BI-IMPLICACAO ( «+>)

Captura afirmacgdes do tipo “x se e somente se y”. Sendo P e Q dois operandos temos que
P < Q é verdade se, e somente se P e Q sdo ou ambos verdadeiros ou ambos falsos.

A bi-implicagdo é capaz de determina se duas expressdes sdo iguais do ponto de vista de
sua valoracdo verdade. Essa caracteristica pode ser usada para comparar se propriedades sdo
idénticas dando uma nocdo légica para a igualdade (=) onde inexiste diferencas. Em termos
computacionais cria-se um outro meio de se tratar a auséncia de diferencas.

Existem varias formas de se obter o mesmo valor da Bi-implicagdo, na légica clédssica, por meio

de férmulas. Entre elas podemos destacar:

PoQ==(=FP"Q " (PvQ)
PoQ=F"Q v (=P"-Q)
PoQ =(P—-Q) " (Q—P)
PoQ==(=P " Q)" ~(P " -Q)

As seguintes propriedades sdo usadas mais adiante como base para a generalizacdo da bi-

implicagdo.

Comutatividade: P—~Q = QP
Verdade da igualdade: PP =1

Elemento Neutro: P<~1 =P

Falsidade da desigualdade: P<~—P =0



Monotonicidade a direita: Se P < Q <R entdo P—~Q > P—R

Monotonicidade a esquerda: Se P < Q <R entdo Q>R > PR

Associatividade: P—~(Q—R) = (P—Q) &R

Principio da troca a esquerda: P<»(Q«—R) = Q—(P—R)

Principio da troca a direita: P<>(Q«>R) = R—(Q<P)

Contrapositivo da negacio: P<>Q = -P<-Q

TABELAS DE VERDADE
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Os resultados dos conectivos mencionados neste capitulo sdo mostrados na Tabela Verdade a

seguir:
X y —X XAY XVy X—y Xy
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Tabela 1 — Tabela de verdade para os conectivos proposicionais classicos

Usando a Tabela Verdade nas férmulas da bi-implicagdo apresentadas obtemos o mesmo

resultado que a bi-implicacgao.

x xeoy | A A xvy) | AV A ay) | eoy) A (r—x) | (e A y) A e A )
0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1|1 1 1 1 1 1

Tabela 2 — Férmulas para a bi-implicacao

E importante conhecer este resultado pois servird de referencial para determinar as propriedades

desejadas na bi-implicacao nebulosa.
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2.6 BI-IMPLICACAO E IMPLICACAO COMO CONECTIVOS PRIMITIVOS

Mostramos a seguir como é possivel descrever outros conectivos tendo a bi-implicacio e
implica¢do como conectivos primitivos, além de que selecionamos propriedades dos conectivos

para construirmos a generaliza¢c@o na ldgica nebulosa.

2.6.1 Negacao

A negacdo pode ser reescrita em fungdo apenas da bi-implica¢do e da constante “0” da
seguinte forma:

P=Pc0
De forma semelhante x <> 0 tem as mesmas propriedades.

Condicdo de borda: 0 <> 0=1¢e 1< 0=0;

Monotonicidade: SeP<QentioP< 0>Q <0

Pela propria definicdo da bi-implicacdo obtemos os mesmos resultados deste conectivo
para as suas propriedades. Outra propriedade importante(mas ndo necessdria) para a sua

generalizacdo € o fato da negacdo ser involutiva =P =P, assim (P <> 0) <> 0 =P.

2.6.2 Conjuncao

A conjuncdo pode ser obtida usando outros conectivos e tais conectivos sao para este caso
primitivos. A combinag¢ao a seguir é equivalente a conjuncdo P A Q:

PAQ=Po(P—-Q)
De igual modo a férmula P <> (P — Q) tem as mesmas propriedades.

Comutatividade: P> (P—-Q)=Q« (Q—P);
Associatividade: P> (P> Q& (Q—-R ) =P (P-Q) (P (P—Q))
— R);
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Monotonicidade: Se Q <RentioP<— (P—->Q)<P«< (P—>R);

Condicao de Contorno: P« (P — 1) =P.

O conhecimento destas propriedades em funcdo da bi-implicacio e implicacdo permitem

estudar a generalizacdo da conjunc¢ido a partir da bi-implica¢do nebulosa.

2.6.3 Disjunc¢ao

A disjunc¢do pode ser obtida usando outros conectivos e tais conectivos sao para este caso
primitivos. A combinag¢ao a seguir é equivalente a conjuncido P v Q:

PvQ=Po(Q—-P)
De igual modo a férmula P <> ( Q — P ) deve ter as mesmas propriedades.

Comutatividade: P> (Q—->P)=Q< (P—Q);
Associatividade: P« (Q<(R—-> Q) —>P) =P (Q—=P) < R—-> P (Q—P));
Monotonicidade: Se Q<RentioP«<— (Q—>P)<P«< (R —P);

Condicao de Contorno: P <> (0 — P ) =P.

O conhecimento destas propriedades em funcdo da bi-implicacao e implicagdo permitem

estudar a generalizacao da disjuncdo a partir da bi-implicac¢do e implica¢ido nebulosa.

2.7 OUTROS CONECTIVOS

Além dos conectivos apresentados temos outros que sdo pouco conhecidos pois se
costuma obter o resultado de suas operagcdes por combinagdo dos operadores acima. Nao é
interesse deste trabalho estudar os conectivos nesta se¢do, sao mencionados com o propdsito de

mostrar que existem outros conectivos.
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Adaga de Quine

A | B € verdadeiro somente se ambos, A e B, forem falsos. Trata-se, portanto, da negacao da

disjuncao.

Disjuncdo Exclusiva

A V B entre duas férmulas A e B € verdadeira somente se apenas uma delas for verdadeira. Trata-

se, portanto, da negacao da bi-implicacao.

Trago de Sheffer

A | B s6 é falsa se ambos A e B forem verdadeiros. Trata-se, portanto, da negacao da conjuncao.
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3 GENERALIZACAO DOS CONECTIVOS PROPOSICIONAIS CLASSICOS PARA
CONECTIVOS CLASSICOS

Como descrever padrdes culturais ou abstratos? A l6gica cldssica proposicional ja se
mostrou incapaz de lidar com incertezas da linguagem natural. As t-normas, t-conormas,
implicacdes e negacdes nebulosas sdo ferramentas para descrever situagdes onde a verdade é
imprecisa, subjetiva ou varidvel. O valor verdade nebuloso é uma aproximagdo do quao verdade é
uma expressao, tem um grau de verdade dentro de um intervalo [0,1]. Sendo "0" o falso absoluto
e "1" a verdade absoluta. Nela é admitido que algo ndo precisa ser uma verdade absoluta mas
pode ser uma meia verdade.

Este valor verdade vai ser obtido pelas ferramentas baseando-se nos conectivos
proposicionais classicos. As operacdes com tais conectivos irdo apresentar algumas propriedades
apenas. A ldégica nebulosa trabalha, via funcdes matematicas, com uma quantidade menor de
propriedades, pois as funcdes nem sempre preservam as propriedades, preocupando-se em
reproduzir os valores mostrados nas tabelas anteriores. Outras propriedades podem ser
reproduzidas, mas serdo consideradas como classes dentro das t-normas, t-conormas, implicacoes
e negacdes nebulosas. Para que fosse feita uma extensdo dos operadores légicos para os
conceitos de incerteza da l6gica Nebulosa sdo utilizadas regras matematicas que produzem os
valores da Tabela Verdade na secao referente a ldgica classica.

E preciso mencionar as defini¢des das operacdes sobre os elementos dos conjuntos
numéricos, pois os resultados dessas operacdes devem preservar o dominio, a imagem e as
condi¢cdes de borda. Como estamos tratando da légica nebulosa, o dominio e a imagem das

operacdes sao os mesmo, [0,1], e os extremos dos valores possiveis sdo o nimeros O e 1.

3.1 NEGACAO

A negacdo nebulosa é uma fun¢do undria no intervalo fechado [0,1] que simula a negacao
da l6gica classica. Tem importancia para este trabalho pois algumas formas candnicas dependem

da negacao.
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Toda funcdo decrescente que mapeia N:[0,1] — [0,1] serd uma negacdo nebulosa se
atende as seguintes propriedades:
NI: N@O)=1eN(1)=0;
N2: Se x £y entdo N(x) =2 N(y)
Serd uma negacao estrita se, além disso ela for:
N3: N € continua;
N4: N € estritamente decrescente;
E serd uma negacdo forte se também for involutiva:
N5: N(N(x)) =x, Vx € [0,1].
Uma negacgdo forte que também tiver a propriedade x + N(x) < 1 serd uma negagdo que
nds batizaremos de negacdo pseudo-complementar. Claramente se X + N(x) = 1 para todo x,

entdo ela seria complementar.
Ponto de equilibrio sera o valor e tnico tal que N(e) = e, onde € € [0,1]
Negacdes nebulosas continuas t€ém ponto de equilibrio tal que para todo x < e, N(x) >e e

para todo x > e, N(x) < e.

Sado exemplos de negacdes nebulosas as seguintes fungdes[1]:

Negacgdo complemento (Nc) 1-x
Negacdo Complemento Intuicionista (INj) (1- \/x)2
Negacao de Sugeno (Ng) (1 -x)/(1 +x)

Tabela 3 - Negacoes nebulosas

3.2 T-NORMAS

As t-normas foram introduzidas por Schweizer e Sklar em [2] para modelar distancias em
espacos métricos probabilisticos. E uma funcio bindria que é associativa, comutativa,
monotdnica e com 1 como elemento neutro. A partir de uma t-norma € possivel obter as outras
fungdes como t-conormas e implicacdes nebulosas. As quatro primeiras propriedades sdo

consideradas consenso entre os autores da drea de 16gica nebulosa (fuzzy) sendo assim elas sdo as
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propriedades minimas que determinam o que € uma t-norma. Outras propriedades podem ser
acrescentadas e caracterizar assim classes de t-normas. A t-norma € uma operacdo bindria no
intervalo fechado [0,1]. Ela é uma ferramenta indispensavel para a l6gica nebulosa pois ela é
capaz de apresentar o mesmo comportamento da conjuncdo (conectivo ‘“e”) para os valores
classicos (O e 1).

Toda funcdo que mapeia T:[0,1]2 — [0,1] serd uma T-norma se atende as seguintes
propriedades:

T1: T(x; y) =T(y; x), Vx, y € [0,1];

T2: T(x; T(y; 2)) = T(T(x; y); 2), VX, y,z € [0,1];

T3: Se x <yentdo T(x; z) <T(y; z), VX, y, z € [0,1];

T4: T(x; 1) =x., Vx € [0,1];
Sao propriedades adicionais:

T5: T € continua;

T6: T € continua a esquerda;

T7: T(x;x) =x, Vx € [0,1];

T8: T(x; x) <x, Vx € [0,1];

T9: ¥x,y € 10,1[2ene N temos T'(x:x) < y, onde T" [0,1] = [0,1], T(x) =x e T (x)
=T(x; T'(x);

T10: T € continuae 0 <y <z< 1 entdo T(x;y) < T(x; z), Vx,y, z € [0,1];

T11: T € continua e T(x;y) =0, Vx3dy € ]0,1].

Sao exemplos de t-normas as seguintes fungdes:

T-norma de Godel (Tg) min(x;y)
T-norma de Lukasiewicz (Ty) max(x +y -1;0)
T-norma produto (Tp) Xy

Tabela 4 — T-normas
Um elemento x € [0,1] numa t-norma T que satisfaz a propriedade T7 € chamado em [3]
de elemento idempotente. Os nimeros 0 e 1 sdo chamados de elementos idempotentes triviais de

T. Cada elemento idempotente pertencente a ]0,1[ serd chamado de elemento idempotente ndo-
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trivial de T. No caso da t-norma T satisfazer a propriedade T8 o elemento é chamado de elemento
sub-idempotente de T. Em t-normas continuas (T5) a propriedade T8 € equivalente a propriedade

TO.

Maior T-norma
Conforme visto em [4] a maior t-norma é T, (a t-norma de Godel ou min(x;y)), ou seja,
para qualquer t-norma T e x,y € [0,1], T(x;y) < T,(x;y). Uma vez que min(x;0) = 0 entdo para

qualquer t-norma T teremos T(x;0) = 0.

3.3 T-CONORMAS

As t-conormas de igual modo as t-normas foram introduzidas para descrever espagos
métricos probabilisticos e tém como propriedades ser uma fungdo bindria que € associativa,
comutativa, monotonica e ter 0 como elemento neutro; estas propriedades sdo consideradas
consenso entre os autores. Outras propriedades descrevem classes de t-conormas. Sendo uma
funcdo bindria no intervalo fechado [0,1] que simula a disjunc¢do (conectivo “ou”) clédssica.

Toda funcdo que mapeia S:[O,l]2 — [0,1] serd uma T-conorma se atende as seguintes
propriedades:

S1: S(x; y) = S(y; x), VX, y € [0,1];

S2: S(x; S(y; 2)) = S(S(x; y); 2), VX, y, z € [0,1];

S3: Se x <y entdo S(x; z) < S(y; 2), VX, y, z € [0,1];

S4: S(x; 0)=x, Vx € [0,1].

Sao propriedades adicionais:

S5: S € continua;

S6: S(x; x)=x, Vx e [0,1];

S7:S(x;x)>x, Vx e [0,1];

$8: Vx,ye 10,1[2en e N temos S'(x:x) > y, onde 8" [0,1] = [0,1], S () =x e S" (x) =

S(x; S"(x);
S9: S é continuae 0 <y <z<1entdo S(x; y) < S(x; z), Vx,y, z € [0,1];
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S10: S € continua e S(x; y) = 1, Vx3dy € ]0,1].

Sado exemplos de t-conormas as seguintes funcgoes:

T-conorma de Zadeh (Sy) max(x, y)
T-conorma de Lukasiewicz (Sy) min(x +y, 1)
T-conorma Probabilista (Sp) X +y—Xy

Tabela 5 — T-conormas
De forma semelhante as t-normas, nas t-conormas a propriedade S7 (sub-idempoténcia)
€ equivalente a propriedade S8 (arquimediana) somente para t-conormas que também tenham a

propriedade S5.

Menor t-conorma

Conforme visto em [4] a menor t-conorma € S, (a t-conorma de Zadeh ou max(x;y)), ou
seja, para qualquer t-conorma S e x,y € [0,1], S(x;y) > SM(X;y). Uma vez que max(x;1) = 1 entdo

para qualquer t-conorma S teremos S(x;1) = 1.

3.4 IMPLICACAO NEBULOSA

Elas surgiram parar generalizar a implicacdo da légica proposicional cldssica e sdo
tratadas como operadores derivados dos outros operadores nebulosos. Sua importancia para a
16gica nebulosa estd no fato das regras nebulosas serem baseadas neste operador. Essas regras sao
usadas nas inferéncias nebulosas (modus ponens nebuloso, modus tollens nebuloso), deste modo
ela representa uma relacao entre duas varidveis. Em processamento de imagem, uma implicacao
nebulosa € usada para definir um subconjunto que mede a pertinéncia entre dois conjuntos
nebulosos. Em minerac¢do de dados, a implicacao nebulosa € usada para expressar a relacdo entre
dois itens numa regra de associagao.

As formas canoOnicas de se obter uma implicagdo sdo 3 até o momento, Residuo, S-
implicacdo e QL-implicacdo. O residuo (ou R-implicacdo) é a forma mais comumente

encontrada nos artigos publicados na drea para produzir uma implica¢do e depende unicamente
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das t-normas. A S-implicacdo é produzida a partir da t-conorma e negacdo (serd uma (S,N)-
implicacdo se a negagdo for uma negacao forte). Ja a QL-implicacdo € obtida usando t-normas,
negagdo e t-conormas.

Nao existe consenso sobre as propriedades minimas de uma implicagdo entre os
estudiosos da drea. O unico consenso é o comportamento para os valores “0” e “1” que
correspondem aos mesmos da implicacdo na légica proposicional cldssica. A implicacdo
nebulosa € uma fun¢@o que representa a implicacdo ( — ).

Toda fungdo que mapeia I:[O,l]2 — [0,1] serd uma implicacdo se atende as seguintes

propriedades:

I1: 1(0;0) = 1(0;1) = I(1;1) = 1, I(1;0) = 0.

Sao propriedades adicionais:
12: Se x <z entdo I(x; y) > I(z; y), Vx,y, z € [0,1];
I3: Se y <z entdo I(x; y) <I(x; ), VX,y, z € [0,1];
4:10; y)=1(x; 1) =1, Vx, y € [0,1];
I5:1(1; x) =x, Vx € [0,1];
16: I(x; I(y; 2)) = I(y; I(x; 2)), Vx,y, z € [0,1];
I7: I(x; y) = 1 Se e somente se x <y, Vx,y € [0,1];
18: I(x; y) = IN(y); N(x)), Vx,y € [0,1];

19: I é continua.

Estas propriedades ndo sdo independentes, em [3], implicacdes nebulosas que satisfacam
16, 17 e 19 satisfazem outras propriedades I1, 12, I3, 15 e I8.
As quatro primeiras propriedades sdo as mais citadas na literatura sobre o assunto, mas
nem essas tem sido aceitas como as minimamente necessarias para definir uma implicacao.
As implica¢des podem ser obtidas canonicamente de trés formas:
Seja T uma t-norma. Uma R-implicacdo € definida como:
I(x; y) = sup{z € [0,1]/ T(x;z) < y};
Se a t-norma tiver a propriedade T6 entdo ela se torna:
I(x; y) =max{z e [0,1]/ T(x;z) <y};

Caso a R-implicagao seja gerada por qualquer uma das formas candnicas acima entio a t-
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norma pode ser recuperada por:
T (x; y) =inf{t € [0,1]/ I(x;t) > y};

A definicdo de R-implicacido vem da l6gica Intuicionista.

Sao exemplos de R-implicagcdes as seguintes funcoes:

Implicacio de Godel (Ig) ] -
sex<y

y do contririo

Implicacdo de Lukasiewicz (I;) min(l —x +y; 1)

Implicacao do Produto (Ip)
Isex<y

y/x do contrério

Tabela 6 — R-implicacoes
Seja S uma t-conorma e N uma nega¢do nebulosa. Uma S-implicacdo € definida como:
I(x;y) = S(N(X)sy), vx,y € [0,1];
Como foi mencionado anteriormente alguns autores trabalham N como a negacdo forte,

recebendo o nome de (S,N)-implicacdo[5], enquanto outros ndo usam a negagao forte.

Sado exemplos de S-implicagdo as seguintes func¢ao:

Implicacdo de Godel (Ig) lsex<y

y do contrario

Implicagdo de Reichenbach (Ir) I -x+xy

Implicacdo Mais Estrita (Iy) lsex=0

y do contrario

Tabela 7 — S-implicacoes
Seja S uma t-conorma, T uma t-norma e N uma negacao. Uma QL-implicacdo é definida como:
I(x;y) = S(N(x);T(x;y)), Vx,y € [0,1].

Em relacdo a negagao nebulosa ela ndo precisa ser necessariamente uma negacao forte.




27

Sado exemplos de QL-implicagdo as seguintes funcao:

Implicagdo de Godel (Ig) Isex<y

y do contrario

Implicacdo de Zadeh max(l - x;min(x;y))

Kleene-Dienes max(1 - x;y)

Tabela 8 — QL-implicacoes
Note que a implicacdo de Godel se repetiu em todas as tabelas de exemplos para as implicagdes

pois € classificada como R-implicacdo, S-implicacdo e QL-implicagao.

3.5 RELACAO ENTRE AS FUNCOES DE GENERALIZACAO

Certas propriedades reproduzem comportamentos observados na légica proposicional
classica tais como a lei da contraposicdo, isto é, x—y = —y——=u que € expressa em logica
nebulosa pela propriedade I18: I(x; y) = I(N(y); N(x)), Vx,y € [0,1]. Assim uma vez que —X =
x—0 poderiamos, por exemplo, construir uma negacio da forma N(x) = I(x;0). E possivel definir
a partir de uma t-norma T, por exemplo, operadores que generalizem outros operadores e vice-
versa. [6, 7, 2, 8].

Exemplo:
Disjuncdo: S(x;y) =1-T(1 -x; 1 -y);
Conjun¢ao: T(x;y) =1-S(1-x;1-Yy)

Essas formulas nebulosas sempre vao refletir férmulas cldssicas.

Algumas outras relacdes sao encontradas dentre os conectivos nebulosos. Se VXx.,y, z €
[0,1], S(x;T(y;z)) = T(S(x;y);S(x;2)) € dito que a t-conorma S € distributiva em relacdo a t-norma
T. De igual modo, Vx,y, z € [0,1], T(x;S(y;z)) = S(T(x;y);T(x;z)) é dito que a t-norma T &
distributiva em relagdo a t-conorma S. Um estudo bem conhecido sobre as relacdes entre os
conectivos nebulosos é o Sistema de De Morgam. N-Dual conforme visto em [3] € umas das

propriedades do sistema De Morgam.
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N-Dual
Seja T uma t-norma e seja S uma t-conorma, T serd N-Dual de S se S(x;y) =
N(T(N(x);N(y))) e S serd N-Dual de T se T(x;y) = N(S(N(x);N(y))). As t-normas exemplificadas

neste trabalho sdo N-duais com as seguintes t-conormas.

T-normas T-conormas
Ts(x;y) = min(X;y) Sm(X;y) = max(x;y)
Tu(x;y) =max(x +y—1;0) Sp(x;y) =min(x +y; 1)
Te(x;y) = xy Sp(X;y) =X +y - Xy

Tabela 9 — Funcoes N-duais

3.6. ELEMENTO NILPOTENTE PARA T-NORMAS E T-CONORMAS

Seja T uma t-norma, entdo para todo n € N defina a fun¢do T" [0,1] — [0,1] por T%(a) =
ae T (a) = T(a;T"(a)), Va € [0,1]. Um elemento a seré nilpotente se existir um k € N tal que:
T"a) = 0.
Seja S uma t-conorma, entdo para todo n € N defina a funcio S™: [0,1] — [0,1] por S°(a)
=ae S"'(a) = S(a;S"(a)), Va € [0,1]. Um elemento a serd nilpotente se existir um k € N tal que:
Sa)=1.
Os elementos nilpotentes estdo presentes nas funcdes que tenham a propriedade T11 e
S10, para a t-norma e t-conorma respectivamente. Como as duas funcdes sdo N-duais entre si

explica-se os resultados opostos para seus valores nilpotentes.
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4 BI-IMPLICACAO NEBULOSA

A Bi-implicacdo nebulosa devera respeitar os valores obtidos na Tabela Verdade para os
valores verdades cldssicos. Nada podendo se dizer a respeito dos valores no intervalo aberto entre
0 e 1. Informacgdes sobre esses valores intermedidrios s6 podem ser obtidos se forem levados em

conta propriedades que generalizem a bi-implicagao.

4.1 PROPRIEDADES DA BI-IMPLICACAO NEBULOSA

Conforme visto em [9] a bi-implicacdo (B(x;y)) nebulosa serd uma generalizacdo que

satisfard a seguinte propriedade:

B0O: B(0;0) =B(1;1) =1 ; B(0;1) = B(1;0) = 0;

Sao propriedades razodveis:

B1: B(x;y) = B(y; x), Vx, y € [0,1];

B2: B(x;x)=1, Vx e [0,1];

B3:B(x; 1)=x, Vx e [0,1];

B4: B(x; N(x)) =0; x #N(x), Vx € [0,1];

B5: Se x <y <zentdo B(x; y) > B(x; z), Vx,y, z € [0,1];
B6: Se x <y <zentio B(y;z)>B(x; z), Vx,y, z € [0,1];
B7: B(x; B(y; 2)) = BB(x; y); 2), Vx,y, z € [0,1];

B8: B(x; B(y; 2)) = B(y; B(x; 2)), Vx,y, z € [0,1];

B9: B(x; B(y; 2)) = B(z; B(y; x)), Vx,y, z € [0,1];

B10: B(x; y) = BIN(x); N(y)), Vx, y € [0,1];

Observe que as propriedades B5 e B6 dao a no¢do de similaridade, ou seja, enquanto B(x;y)

estiver mais perto de 1, mais similares podem ser considerados x e y.
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4.2 FORMAS CANONICAS

As formas candnicas neste caso sdo transformadas que utilizam outras funcdes de
generalizacdo da légica nebulosa e gera uma nova fun¢do nebulosa. Para determinarmos como
construir um forma canonica buscamos férmulas que fossem capazes de representar a bi-
implicacdo na légica proposicional cldssica. A combinacdo destes conectivos apresenta a mesma
resposta para as mesmas entradas numa bi-implicagdo. Também partimos de um “caminho”
diferente para determinar uma forma candnica que constou de construir func¢des que
generalizassem a bi-implicacio. Como elas tinha elementos em comum verificou-se a
possibilidade de existir uma férmula equivalente na l6gica proposicional classica, o qué se
confirmou como verdade. Esta férmula serd apresentada nesse capitulo.

Podemos obter, segundo [9, 10], de forma candnica a bi-implica¢ao nebulosa:

Primeira forma canonica: B(x;y) = T(I(x; y); I(y; x));

Para a primeira forma candnica a fung@o I serd R-implicagdo, S-Implicacdo ou QL-

Implicacdo. Além dessa forma candnica podemos propor:

Segunda forma canonica: B(x;y) = S(T(x;y); T(N(x);N(y)));
Terceira forma canonica: B(x;y) = N(T(N(T(x;y));S(x;y))).
Quarta forma canoénica B(x;y) = TIN(T(N(x);y));N(T(N(y);x)))

Observe que todas elas foram obtidas baseando-se nas formulas apresentadas no capitulo 2 sobre

o conectivo bi-implicagao.

4.2.1 Primeira forma canonica Bi-implicacao B(x;y) = T(I(x;y); 1(y;x)).
Esse primeiro modelo engloba as trés formas canonicas de implicacdo (R-implicagdo, S-
implicacdo e QL-implicacdo). As provas feitas nessa sessdo sdo vdlidas para todos os modelos de

implicagdes.
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Proposicao 4.1
Seja T uma t-norma e I uma implicag¢do nebulosa. Se B(x,y) = T(I(x; y); I(y; X)), entdo B satisfaz
a propriedade B1.
Demonstracao:
B(x;y) =TA(x; y); I(y; x))
=T(y; x); I(x; y))  (por T1)
= B(y; x). !

Proposicao 4.2
Seja T uma t-norma e I uma implicac@o nebulosa tal que satisfaz I7. Se B(x;y) = T(I(x;y); I(y;x)),

entdo B satisfaz a propriedade B2.

Demonstracao:

B(x; x) = T(x; x); I(x; X))
=T(1; 1) (por 17)
=1.!

Proposicao 4.3

Seja T uma t-norma e I uma implicagdo nebulosa tal que satisfaz 14 e I5. Se B(x;y) = T(I(x; y);
I(y; x)), entdo B satisfaz a propriedade B3.
Demonstracao:
B(x; 1) = T(I(x; 1); I(1; x))
=T(1; I(y; x))  (por I4)
=T(1; x) (por 15)
=xT4.!

Proposicao 4.4
Seja T uma t-norma, I uma implica¢dao nebulosa tal que satisfaz 12, 7 e x £y £ z. Se B(x;y) =
T(I(x; y); I(y; X)), entdo B satisfaz a propriedade BS.

Demonstracao:
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B(x; y) = TA(x; y); I(y; x))
=T(L; I(y; x))  (por I7)
=1(y; x) (por T4)

B(x; z) = TU(x; 2); I(z; X))
=T(1; I(z; x))  (por I7)
=1(z; x) (por T4)

Como por 12, I(y; x) > I(z; x)

Entao B(x; y) > B(x; z). !

Proposicao 4.5
Seja T uma t-norma e I uma implicacdo nebulosa tal que satisfaz 13, I7 e x £y < z. Se B(x;y) =
T((x; y); I(y; X)), entdo B satisfaz a propriedade B6.
Demonstracao:
B(y; z) = T(I(y; 2); I(z; y))
=T(;I(z;y))  (porI7)
=1(z; y) (por T4)
B(x; z) = TU(x; 2); I(z; X))
=T(1; I(z; x)) (por 17)
=1(z; x) (por T4)
Como por I3, I(z; y) > I(z; x)
Entdo B(z; y) > B(z; x). !

Corolario:

Seja B uma bi-implicacio obtida de uma R-implicac@o na primeira forma candnica. Entao
B satisfaz B1, B2, B3, B5 ¢ B6
Demonstracao:

Direta das proposicoes 4.1 até 4.5.

Proposicao 4.6
Seja T uma t-norma, S uma t-conorma e N uma negacao forte. Se B(x;y) = T(S(N(x); y); SIN(y);
X)), entdo B satisfaz a propriedade B10.
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Demonstracao:

B(x; y) = T(S(N(x); N(N(¥)));:S(N(y); N(N(x))))  (por N5)
= T(S(N(y); N(N(x))); S(N(x); N(N(y))))  (por TI)
= T(S(N(N(x)); N(y)); S(N(N(y)); N(x))) ~ (por ST)
= B(N(x); N(y)). !

4.2.2 Segunda forma canodnica B(x;y) = S(T(x; y); T(N(x); N(y)));
Segue a diante as propriedades vélidas para a segunda forma candnica e suas respectivas

provas.

Proposicao 4.7
Seja T uma t-norma, S uma t-conorma e N uma negacao forte. Se B(x;y) = S(T(x; y); T(N(x);
N(y))), entdo B satisfaz as propriedades B1, B3 e B10.
Demonstracao:
B1: B(x;y) = S(T(x; y); TIN(x); N(y)))
= S(T(y; x); T(N(y); N(x))) (por T1)

= B(y; x). !
B3: B(x;1) = S(T(x; 1); T(IN(x); N(1)))
= S(x; T(N(x); N(1))) (por T4)
= S(x; T(N(x);0)) (por N1)
= S(x;0) (pela menor t-conorma)
=x54.!

B10: B(x; y) = S(T(N(N(x)); N(N(y))); T(N(x); N(y))) (por N5)
= S(T(N(x); N(y)); TIN(N(x)); N(N(y)))) (por ST)
=B(N(x); N(y)). !

Proposicao 4.8
Seja T uma t-norma tal que satisfaz T7, S uma t-conorma tal que satisfaz S10 e N uma negacao

forte. Se B(x;y) = S(T(x; y); T(N(x); N(y))), entdo B satisfaz a propriedade B2.
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Demonstracao:
B(x;x) = S(T(x; x); T(IN(x); N(x)))
= S(x; N(x)) (por T7)
=1. (por S10) !
Proposicao 4.9

Seja T uma t-norma tal que satisfaz T11, S uma t-conorma e N uma negacgao forte. Se B(x;y) =

S(T(x; y); T(N(x); N(y))), entdo B satisfaz a propriedade B4.

Demonstracao:

B(x;N(x)) = S(T(x; N(x)); T(N(x); N(N(x))))
= S(T(x; N(x)); T(N(x);x)) (por N5)
= S(T(x; N(x)); T(x; N(x))) (por T1)
= S(0;0) (por T11)
=0.!

4.2.3 Terceira forma candnica B(x;y) = N(T(N(T(x; y)); S(X; ¥))).
Segue a diante as propriedades vélidas para a terceira forma candnica e suas respectivas

provas.

Proposicao 4.10
Seja T uma t-norma, S uma t-conorma e N uma negacao forte. Se B(x;y) = N(T(N(T(x; y)); S(x;
y))), entdo B satisfaz as propriedades B1 e B3.
Demonstracao:
B1: B(x; y) = N(T(N(T(x; y)); S(x; ¥)))
= N(T(N(T(y; x)); S(x; ¥))) (por T1)
= N(T(N(T(y; x)); S(y; X)) (por SI)

=B(y; x). !
B3: B(x; 1) = N(T(N(T(x; 1)); S(x; 1)))
= N(T(N(x); S(x; 1))) (por T4)
= N(T(N(x); 1)) (pela menor t-conorma)

=N(N(x)) (por T4)
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=X. (por N5) !

Proposic¢ao 4.11
Seja T uma t-norma tal que satisfaz T7 e T11, S uma t-conorma tal que satisfaz S6 e N uma

negacdo. Se B(x;y) = N(T(N(T(x; y)); S(x; y))), entdo B satisfaz a propriedade B2.

Demonstracao:

B(x; x) = N(T(N(T(x; x)); S(x; X)))
= N(T(N(x); S(x; x))) (por T7)
= N(T(N(x); x)) (por S6)
=N(0) (por T11)
=1.!

Proposicao 4.12 Seja T uma t-norma N-dual com S, S uma t-conorma N-dual com T e Seja N

uma negacao forte. Se B(x;y) = N(T(N(T(x; y)); S(x; y))), entdo B satisfaz a propriedade B10.

Demonstracao:

B(x; y) = N(T(N(N(S(N(x);N(y)))); N(T(N(x);N(y))))) (por N-Dual)
= N(T(S(N(x);N(y)); N(T(N(x);N(y))))) (por N5)
= N(T(N(T(N(x);N(y))); S(IN(x);N(y)))) (por T1)
=B(N(x);N(y)). !

4.2.4 Quarta forma candnica B(x;y) = T(N(T(N(x);y));N(T(N(y);x))).
Segue a diante as propriedades validas para a quarta forma candnica e suas respectivas

provas.

Proposicao 4.13
Seja T uma t-norma e N uma negacao forte. Se B(x;y) = T(IN(T(N(x);y));N(T(N(y);x))), entdo B
satisfaz as propriedades B1, B3 e B10.

Demonstracao:
B1: B(x; y) = TIN(T(N(x);y));N(T(N(y);x)))
= T(IN(T(N(y);x));N(T(N(x);y))) (por T1)
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= B(y; x). !
B3: B(x; 1) = TIN(T(N(x);1));N(T(N(1);x)))
= T(IN(N(x));N(T(N(1);x))) (por T4)

= T(N(N(x));N(T(0:x))) (por N1)

= TGN(T(0:x))) (por N5)

= T(x;N(0)) (pela maior t-norma)
=T(x;1) (por N1)

=X. (por T4) !

B10: B(x; y) = TIN(T(N(x);N(N(y))));N(T(N(y);N(N(x))))) (por N5)
= TIN(T(N(N(y));Nx));N(T(N(N(x));N(y)))) (por T1)
= TIN(TIN(N());N(¥):N(T(N(N(y));N(x)))) (por T1)
= B(N(x);N(y)). !

Proposic¢ao 4.14
Seja T uma t-norma e N uma negacdo forte tal que T satisfaz TI11. Se B(xyy) =

TIN(T(N(x);y));N(T(N(y);x))), entdo B satisfaz a propriedade B2.

Demonstracao:

B(x; x) = TIN(T(N(x);x));N(T(N(x);x)))
=T(N(0);N(0)) (por T11)
=T(; 1) (por N1)

=1.1!

Proposicao 4.15 Seja T uma t-norma tal que satisfaz T7, T11 e N uma negacdo forte. Se B(x;y) =
TN(T(N(x);y));N(T(N(y);x))), entdo B satisfaz a propriedade B4.
Demonstracao:
B(x;N(x)) = TIN(T(N(x);N(x)));N(T(N(N(x));x)))
=TINING)):N(T(N(N(X));x)))  (por T7)
= T(x;N(T(x:x))) (por N5)
= T(x;N(x)) (por T7)
=0. (por T11)!
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4.3 EXEMPLOS DE BI-IMPLICACAO NEBULOSA

Para um melhor entendimento do que ocorre no ambito da l6gica nebulosa, em relagao a
cléassica, € importante conhecer como se comportam determinadas regras (fungdes) descritas para
cada conectivo. Os exemplos de bi-implicacdes nebulosas apresentadas foram construidas
segundo as formas canoOnicas propostas neste trabalho. Ainda assim existem outras bi-
implicacdes nebulosas além das obtidas pelas formas candnicas. As bi-implica¢des nebulosas que
ndo foram construidas pelas formas candnicas estdo fora deste trabalho. O formato de
apresentacdo das bi-implicacdes nebulosas constard das funcdes que serviram de base para
construi-las de acordo com a forma candnica usada. Trés exemplos sdo dados em cada caso e eles
tiveram a seguinte combinacao de func¢des {Nc, Tg, Sm, Ig}, { Ni, T, Si, I } € { Ns, Tp, Sp, Ip}.

Note que anteriormente foi provado que a comutatividade é uma propriedade presente em
todas as formas candnicas e portanto embora nas tabelas a seguir s tenhamos considerados
valores em que x € menor que y, pela comutatividade também vale para valores em que x for

maior que y..

4.3.1 Primeira forma candnica, R-implicacao:

B(x;y) = T(I(x3y);1(y;x)), I(x; y) = sup{z € [0,1}/ T(x;z) <y}, Vx,y € [0,1];

Considerando {Nc¢, Tg, Swm, Ig}:

Isex=y
Xsex <y

Bira(x3y) = y do contrério

Considerando { Ny, Ty, Si, I }:

BirL(x;y) = max(min(l — x + y;1) + min(1 —y + x;1) — 1;0)



Considerando { Ng, Tp, Sp, Ip}:

x/ysex <y

Birp(x3y) = y/xsey<x

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implicagdes para alguns valores.

X y Birc Biri Birep
0 0,55 0 0,45 0
0,3 0,75 0,3 0,55 0.4
0.4 0,75 0.4 0,65 0,54
0,7 0,85 0,7 0,85 0,83
0,8 0,9 0,8 0,9 0,89
0,95 1 0,95 0,95 0,95

Tabela 10 — Primeira forma candnica, R-implicacoes

Observe que, para todos os casos vistos Bir.g(x,y) £ Birp(X,y) < Biri(X,y).

4.3.2 Primeira forma canonica, S-implicagao:
B(x;y) = T(I(x;y);1(y;x)), I(x5y) = S(N(x)3y), VX,y € [0,1];
Considerando {N¢, Tg, Swm, Ig}:

Bis-g(x;y) = min(max((1 - x);y);max((1 - y);x))
Considerando { N, Ty, Si, I }:

Bis.L(x;y) = max(min((1 - Vx)* + y;1) + min((1 - \y)* + x;1) - 1;0)




Considerando { Ng, Tp, Sp, Ip}:
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Bisp(x;y) = {[(1 -x)/(1 +x)] +y - [(1 - x)/(1 + )]y HI(1 - y)/(A + )] +x=[(1 - /(1 +y)]x}

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implica¢des para alguns valores.

X y Bisc Bisw Bise

0 0,55 0,45 0,06676 0,290323
0,3 0,75 0,3 0,272504 0,353846
0,4 0,75 0,4 0,303038 0,416327
0,7 0,85 0,7 0,582771 0,634849
0,8 0,9 0,8 0,713779 0,73848
0,95 1 0,95 0,95 0,95

Tabela 11 — Primeira forma canénica, S-implicacoes

Observe que, para todos os casos vistos Bis1(x,y) < Bisp(x,y) € Bis1(X,y) < Bisg(X,y), mas ndo é o

caso que Bisp(X,y) < Bisg(X,y) ou Bisg(X,y) < Bisp(X,y).

4.3.3 Primeira forma canonica, QL-implicacdo:

B(x;y) = T(I(x;y);1(y;x)), I(x5y) = S(N(x); T(x3y)), Vx,y € [0,1];

Considerando {Nc¢, Tg, Swm, Ig}:

BiqL-g(x;y) = min(max((1 - x);min(x;y));max((1 - y);min(y;x)))

Considerando { Ny, Ty, St, I }:

Bigr-L(x;y) = max(min((1 - \/X)2+ max(x+y - 1;0);1) + min((1 - \/y)2 + max(y+x — 1;0);1) — 1;0)
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Considerando { Ng, Tp, Sp, Ip}:

BiqLp(x3y) = {(1 - x)/(1 +x)+xy — [(1 - x)/(1 + x)Ixy H (1 - y)/(1 +y) + xy = [(1 - /(1 + y)Ixy}

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implicagdes para alguns valores.

X y Biarc Bl Biqre

0 0,55 0,45 0,06676 0,290323
0,3 0,75 0,3 0 0,215632
0,4 0,75 0,4 0 0,24
0,7 0,85 0,7 0,132771 0,418435
0,8 0,9 0,8 0,413779 0,551869
0,95 1 0,95 0,900641 0,903718

Tabela 12 — Primeira forma candnica, QL-implicacoes

Observe que, para todos os casos vistos Bigr1(X,y) < Bigrp(X,y) < Bigra(X,y).

4.3.4 Segunda forma canoOnica:

B(x;y) = S(T(x; y); T(N(x); N(y)));

Considerando {N¢, Tg, Sm, Ig}:

Bag(x;y) = max(min(x;y);min((1 - x);(1 - y)))

Considerando { Ny, Ty, Si, I }:

B, (x;y) = min(max(x + y — 1;0) + max((1 - Vx)* + (1 - Vy)* = 1;0);1)

Considerando { Ng, Tp, Sp, Ip}:




Bap(xsy) = xy + [(1 - x)/(1 + x)][(1 - y)/(1 + y)] = xy[(1 - x)/(1 + x)][(1 - y)/(1 +y)]

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implicagdes para alguns valores.
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X y By B Bop
0 0,55 0,45 0,06676 0,290323
0,3 0,75 0,3 0,05 0,284615
0,4 0,75 0,4 0,15 0,342857
0,7 0,85 0,7 0,55 0,600795
0,8 0,9 0,8 0,7 0,721637

0,95 1 0,95 0,95 0,95

Tabela 13 — Segunda forma canénica

Observe que, para todos os casos vistos By (x,y) < Byp(X,y) < Byg(X,y).

4.3.5 Terceira forma candnica:

B(x;y) = N(T(N(T(x; y)); S(x; ¥)));
Considerando {Nc, T, Sm, Ig}:
Big(x;y) = 1 — (min((1 — min(x;y);max(x;y)))
Considerando { Ny, Ty, St, Ir. }:
Bsu(x;y) = (1 - Vmax((1 - Vmax(x + y — 1;0))* + min(x + y;1) — 1;0))?

Considerando { Ng, Tp, Sp, Ip}:

Bap(x;y) = {1 - [(1 - xy)/(1 + xy)I(x +y - xy) }/{1 + [(1 - xy)/(1 + xy)I(X +y - Xy) }

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implica¢des para alguns valores.




42

X y Big B Bsp

0 0,55 0,45 0,06676 0,290323
0,3 0,75 0,3 0,05 0,314113
0,4 0,75 0.4 0,15 0,372032
0,7 0,85 0,7 0,55 0,609668
0,8 0,9 0,8 0,7 0,72483
0,95 1 0,95 0,95 0,95

Tabela 14 — Terceira forma canonica

Observe que, para todos 0s casos vistos B3 (x,y) < Bsp(x,y) € B;.(X,y) £ Bsg(X,y), mas ndo € o caso

que Bsg(X,y) < Bsp(X,y) OU Bsp(x,y) S Bsg(x,y).

4.3.6 Quarta forma can0nica:

B(x;y) = TIN(T(N(x);y));N(T(N(y);x)))
Considerando {Nc, T, Sm, Ig):
Bag(x;y) = min((1 — min((1 - x);y));(1 — min((1 - y);x)))
Considerando { Ny, Ty, St I }:
Bur(x;y) = max((1 - Vmax((1 - Vx)* + y — 1;0))* + (1 - Vmax((1 - Vy)* + x — 1;0))* — 1;0)
Considerando { N, Tp, Sp, Ip}:

Bap(x3y) = {[1 - y(1 - x)/(1 + V1 + y(1 - )/(1 + )THI1 = x(1 - y)/(L+ V[T +x(1 - /1 +
i

A seguinte tabela ilustra o comportamento dessas bi-implicacdes para alguns valores.
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X y Bss Ba Bup

0 0,55 0,45 0,06676 0,290323
0,3 0,75 0,3 1 0,389754
0,4 0,75 0,4 1 0,457999
0,7 0,85 0,7 1 0,659735
0,8 0,9 0,8 1 0,752066
0,95 1 0,95 0,95 0,95

Tabela 15 — Quarta Forma canonica

Observe que, para todos 0s casos vistos Bsp(x,y) < By(X,y) € Bug(x,y) € Bu(X,y), mas ndo € o caso

que Byg(X,y) = Byp(X,y) OU Byp(X,y) S Bug(X,y).
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5 CONCLUSAO

Para as bi-implicacdes nebulosas, foram consideradas algumas propriedades minimas e
outras adicionais que elas poderiam satisfazer. As formas canonicas de se obter bi-implicacdo a
partir dos outros conectivos foram analisadas para se determinar quais dessas propriedades eles
satisfaziam. E assim generalizar para a 16gica nebulosa. A quantidade de pesquisas sobre a bi-
implicacdes nebulosa € reduzida, tomamos conhecimento por periddicos, portais e sites de busca
de [9, 11, 12] onde s3o mais especificos enquanto esse trabalho dedica-se a estudar
exclusivamente a bi-implicacdo; deixando a impressdo de que este conectivo foi relegado a uma
categoria inferior aos outros. Assim, este trabalho visa re-colocar o conectivo bi-implicacao
nebulosa em igual patamar aos outros. Isto € motivado, pelo fato de bi-implicacdo nebulosa ser
importante para modelar similaridade.

Das propriedades plausiveis para a bi-implicagdo nebulosa nem todas valem para as
formas candnicas de Bi-implica¢do. Tomando as defini¢des de t-norma, t-conormas, implicacao
nebulosa e negagdo nebulosa constatamos que as formas candnicas apresentaram em comum a
propriedade comutatividade (B1), além claro da propriedade minima: que se comporte como a bi-
implicagdo cldssica nos extremos (B0). As outras propriedades dependem da forma em que foi
definida a bi-implicacio em funcdo dos outros conectivos e das propriedades extras dessas
funcdes. Apenas a primeira forma canonica foi capaz de apresentar uma noc¢ao de similaridade
pois as propriedades B5 e B6 se verificaram nela. Logo, a primeira forma candnica é a
generalizacdo que o trabalho reconhece como a mais indicada para aplicagdes préticas.

As trés primeiras propriedades se mostraram verdadeiras para as quatro formas canonicas,
o que nos leva a sugerir que B1, B2 e B3 sejam tratadas como as propriedades minimas que uma
bi-implicacdo nebulosa deveria satisfazer, conforme apresentado no capitulo 4. As propriedades
B4 e B10 foram confirmadas para algumas formas candnicas por tanto ndo sao essenciais.

A bi-implicacdo nebulosa baseada na t-norma de Lukasiewicz apresentou como resultado
da funcdo ser “0” ou “1”, mesmo para diferencas menores que outras devido a propriedade
nilpoténcia desta t-norma. Sendo assim temos bi-implicacdes nao monotdnicas.

A pesquisa ndo esgotou as possibilidades de informagdes que podem ser obtidas sobre

este assunto. Propriedades como B7, B8 e B9 ndo puderam ser verificadas apenas com as
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propriedades propostas para as t-normas, t-conormas, implicagdo nebulosa e negagdo nebulosa. E
possivel que para classes de fun¢des ainda ndo estudadas elas se verifiquem. A possibilidade de
usar t-normas distintas para uma forma candnica ainda merece ser estudado num trabalho futuro

sobre a bi-implicagao.
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