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COMPUTACAO INTERVALAR EM REDES
NEURAIS PERCEPTRON

Raquel Esperanza Patino Escarcina

Orientador:
Prof. Dr. Benjamin René Callejas Bedregal
Prof. Dr. Aarao Lyra

RESUMO

As redes neurais artificiais computacionais sao utilizadas atualmente com o objetivo
de resolver problemas em diferentes areas das ciéncias. Elas representam uma forma
simples de se encontrar solucoes de problemas que possuem alta complexidade.

Para que as redes possam ter um funcionamento satisfatorio, elas tém que passar
por uma série de etapas, dentre elas, a escolha dos dados a serem fornecidos como
exemplos, sua melhor representacao e a escolha da melhor configuragao da rede.

Usualmente, a obtencao dos dados conserva um erro numeérico devido & limitacao
dos equipamentos, como por exemplo, erro na leitura ou erro na captura. Além disso
podem existir erros devido a propria computagao numérica da rede neural, ao efetuar
arredondamento ou truncamento. Assim, é necessario ter o controle destes erros para

que os resultados obtidos sejam satisfatorios.

Dentre os métodos de resolucao e estimativa do erro, o método classico é o que
obtém um resultado de melhor qualidade, porém extenso, dispendioso e as vezes, in-
viavel. Algoritmos convencionais conciliados com o método classico de estimativa de
erro fornecem resultados errados, sem garantia alguma de que o resultado obtido equiv-
ale ao esperado. Assim, Santos, Aguiar e Dimuro em [SB04|, observaram através de
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estudos, que as técnicas intervalares propostas em [Moo66| sdo alternativas boas para
resolver esses tipos de problemas.

Dados intervalares estao presentes em diversos modelos de problemas a se resolver
através de redes neurais sendo necessirio a construgao de algoritmos computacionais
para utiliza-las.

Neste trabalho sao apresentadas as redes neurais artificiais com aprendizado super-
vistonado sob a abordagem da Matemadtica Intervalar aplicada a um estudo de caso
das redes neurais artificiais Perceptron. Estas redes neurais intervalares propostas sao
baseadas nas redes neurais pontuais, mas buscam solucionar o problema dos erros de
precisao nos calculos e o tratamento de dados intervalares presentes em diversos prob-

lemas a solucionar.

Assim sdo propostas as arquiteturas destas redes intervalares junto com os algorit-
mos para seu treinamento. E feita uma analise da estatistica das redes comparando
com as redes neurais tradicionais. A diferenca de outros trabalhos feitos dentro desta
area de redes neurais intervalares, nosso trabalho aqui apresentado tenta nao s6 pro-
por as redes e reconstruir os algoritmos tradicionais mas também fazer uma anélise do

comportamento destas redes neurais intervalares.

O software utilizado para os testes foi o Matlab 6.0 junto com o toolbox para

intervalos b4m [Zem02] .
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ABSTRACT

Artificial Neural Networks are used to solve problems in deferent science fields.
They represent a simple way to find solutions for highly complex problems.

In general, Neural Networks work with given data that include information of the
problem (examples with inputs and desired outputs from the model) from the knowl-
edge is extracted, and after it, for new data they give solutions with a low error rate.

In order to Neural Networks work satisfactorily, they have to pass for several steps.
One of this steps is the selection of the examples and their best representation to be
given to the Neural Network, and the selection of the best configuration for the Neural
Network.

Obtaining data usually implies numerical errors because of the limitation of the
equipment, for example, reading error or capture error. Beyond it, numeric computing
of the Neural Network can give errors of rounding or truncation. Thus, it is necessary
to have control of these errors in order to obtain satisfactory results.

Among resolution methods, the classic method of error estimate have a high quality
result, however, it is extensive, expensive and, some times, impracticable. Conventional
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algorithms conciliated with the classic method give erroneous results, without guaran-
tee of the obtained result is equivalent to the expected result. [SAD94|

Through studies, we see that intervalar technics proposed in [Moo66] are a good
alternative for solving this kind of problems. Intervalar data is present in almost all
models to being solved with Neural Networks. It is necessary make algorithms for using
intervalar data.

In this work are presented the Intervalar Neural Networks with supervised training.
This Neural Networks are based on Punctual Neural Networks, but try to be a solution
for the problems of calculus precision error and the treatment of intervalar data present
in several problems to solve. Beyond it, it is believed that intervalar connections
between neurons permit Neural Network convergence time to be lower than punctual
networks without loss efficiency.

It was made a statistic analysis of this approach in comparison with the traditional
punctual neural networks. Deferent of other works in this fill of intervalar neural
networks this work makes an analysis of the behavior of the networks proposed.

It was used Matlab 6.0 software and b4m toolbox [Zem02] for programming a testing
this approach.
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Capitulo 1

Introducao

Imaginagdo é mais importante que conhecimento!

Albert Einstein

1.1 Preambulo

Em muitas situagoes da vida real, é necessario mensurar o valor de uma quantidade
fisica y que ¢é dificil (ou impossivel) de medir diretamente. Por exemplo, ¢ impos-
sivel a medicao direta da distancia da terra a uma estrela. Ainda que nao possamos
medir tal quantidade diretamente, mediremos indiretamente utilizando algumas outras

quantidades x;.

Sendo os dados de entrada imprecisos para os algoritmos de processamento, o re-
sultado y do processamento ¢ também impreciso. Em outras palavras, sao necessarios
métodos de processamento de dados que produzam resultados aproximados, talvez nao
exatos, mas resultados com verificagdo automatica [KLRK98|. Pode-se dizer que a
Computacao Intervalar comegou com Arquimedes, que estimou dois valores (um inter-
valo) com a garantia de que entre eles estava o niimero 7. Em 1914 Norbert Wiener fez
uma anéalise da exatidao nas medidas, mas o principal aporte foi em 1962 com Ramon
E. Moore [Moo62|, de Standford que trabalhava para Lockheed Missiles and Space
Co., que publicou em 1959 um technical report no qual desenvolveu uma nova técnica
chamada de computagao intervalar e aplicou essa técnica no problema de computar a

trajetoria de um propulsor da Terra a Lua.

Em diferentes areas da ciéncia e tecnologia, a precisao dos dados usados é muito
importante e faz-se necessario o desenvolvimento de algoritmos que garantam uma

computacao precisa. O trabalho de Moore foi uma alternativa de solu¢ao computacional
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para os problemas que nao tém uma entrada de dados exatos ou uma representagao
finita. Estes dados, chamados de dados intervalares, carregam um erro maximo de
um dado numérico. Um resultado intervalar possui o erro propagado pelas operagoes
aritméticas intervalares. A aritmética intervalar de Moore, possibilitou um enorme

desenvolvimento de pesquisas nesta area.

Por outro lado, as redes neurais artificiais ¢ um conceito da computacao inspiradas
no cérebro humano, que visa trabalhar no processamento de dados O cérebro é tido
como um processador altamente complexo e que realiza processamentos de maneira
paralela. Para isso, ele organiza sua estrutura, ou seja, os neurénios, de forma que eles

realizem o processamento necessario.

7

Nas redes neurais artificiais, a idéia é realizar o processamento de informacoes
tendo como principio a organizagao de neurdnios do cérebro. Como o cérebro humano
é capaz de aprender e tomar decisoes baseadas na aprendizagem, as redes neurais arti-
ficiais devem fazer o mesmo. Assim, uma rede neural pode ser interpretada como um
esquema de processamento capaz de armazenar conhecimento baseado em aprendiza-
gem (experiéncia) e disponibilizar este conhecimento para a aplicacdo em novos casos

apresentados.

Hoje, um dos principais desafios enfrentados pelas redes neurais, consiste na escolha
dos algoritmos de treinamento e memorizagao, ou seja, como alterar os pesos sinapticos

de forma a produzir os sinais desejados na saida.

Além disso, estda longe a data onde serd possivel vislumbrar redes neurais com
ligagoes tao complexas e perfeitas como as do cérebro, em especial no que diz respeito

as ligagoes macicas existentes neste ultimo.

Entretanto, a medida que os modelos de representagdao avancam, conseguir-se-a
construir solucoes para problemas atuais que passo a passo poderao conduzir a meta

desejada.

1.2 Motivacao

Em muitas aplicacoes, o conjunto de dados usado pode nao ser exato o qual é um
problema serio, pois os resultados obtidos também serao nao exatos. A representacao
de conjuntos de dados através de intervalos tenta solucionar estes problemas, porém,
as ferramentas de anélises tém que ser reconstruidos de forma natural para efetuar o

processamento com intervalos.

As abordagens existentes até agora das redes neurais com dados intervalares foram

propostos de diferentes formas. Alguns deles sao: métodos que utilizam os valores
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extremos, onde sao computados os valores maximo e minimo dos intervalos; outro é
o método probabilistico, onde o intervalo é considerado um conjunto de dados, no
qual cada nimero no intervalo tem uma probabilidade igual de ser escolhido. Estas
abordagens nao sao solugoes ideais para o problema levando a uma computacao com
erros e perdas de informacao. Todos os trabalhos usados como referéncias no tema de
redes neurais intervalares tém uma contribui¢ao importante, mas, é necessario definir
como seria uma rede com o processamento realmente intervalar e suas caracteristicas

como o aprendizado, o algoritmo de treinamento, etc.

Com base nas idéias anteriores, vimos que é preciso estudar as redes neurais preparadas
para receber dados de natureza intervalar conservando suas propriedades bésicas e acol-

hendo as caracteristicas do processamento intervalar.

1.3 Objetivos

Para os problemas que necessitam utilizar dados intervalares é necessario propor uma
reconstrucao das redes neurais para solucioné-los com facilidade. Entao, o objetivo
deste trabalho é utilizar a matematica intervalar que permite o controle nos erros da
computacao numérica, para fornecer as redes neurais de aprendizado supervisionado
(no caso especifico as redes neurais Perceptron) a capacidade de processar dados inter-

valares.

1.4 Organizacao do Trabalho

O trabalho apresentado, requer o estudo das redes neurais, em geral conceitos basicos e
aprofundados no estudo de redes neurais perceptron com aprendizado supervisionado,

além de fazer uma revisao dos conceitos da matematica intervalar.

Este documento serd organizado em 7 capitulos e um apéndice. A descri¢ao do que
contém cada capitulo e feita a seguir:
Capitulo 2: Este capitulo é uma introducao as redes neurais artificiais com destaque
nas redes neurais Perceptron que foram implementadas para comparar seu comporta-
mento com as redes neurais Perceptron Intervalares.
Capitulo 3: Neste capitulo é feita uma introducao da matemaética intervalar. Sao
descritos conceitos necessirios da matematica intervalar para o desenvolvimento desta
pesquisa.
Capitulo 4: Este capitulo da inicio as redes neurais intervalares, fazendo primeiro

um estudo dos trabalhos até agora realizados na &rea, definindo em linhas gerais o
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que cada trabalho propoe assim como uma andlise das contribuicoes em comparagao
com o nosso, logo, sdo descritos conceitos e definicoes importantes das redes neurais
intervalares. Dado que nosso trabalho é especificamente em redes neurais Perceptron
Intervalar, elas merecem um destaque especial que sao apresentadas no capitulo 5.
Capitulo 5: Este capitulo descreve o desenvolvimento da primeira parte de nossa dis-
sertacao: As redes neurais Perceptron Intervalar de uma camada. Sao apresentadas as
estruturas, caracteristicas e algoritmos que serao usados para o treinamento da mesma.
Também sao apresentados os testes feitos com este tipo de redes.

Capitulo 6: Este capitulo descreve a continuacao de nossa pesquisa: As redes neu-
rais perceptron intervalar de multiplas camadas. Assim é apresentado o algoritmo de
treinamento e um analise do comportamento desta rede junto com os testes feitos em
dois conjunto de dados: O Iris e o problema do Xor.

Capitulo 7: Este capitulo contém as conclusoes finais de nosso trabalho e alguns
trabalhos futuros a ser realizados. Apresentaremos os diversos trabalhos que foram
aceitos em revistas internacionais e congressos nacionais e regionais em decorréncia do
trabalho desta dissertagao assim como os trabalhos que estao sendo preparados para
futuras publicacoes.

Apéndice A: Neste apéndice é apresentada a prova de um teorema descrito no capi-
tulo 5 que trata da separacao das classes que o Perceptron Intervalar executa.

Para finalizar, sao apresentadas todas as referéncias bibliograficas usadas em nossa

pesquisa.



Capitulo 2

Redes Neurais Artificiais

2.1 Introducao

As Redes Neurais Artificiais (RNAs) inspiradas nas redes neurais biologicas sdo sis-
temas computacionais macicamente paralelos, consistindo de um grande ntimero de
processadores simples com muitas interconexoes. As redes neurais possibilitam um
novo paradigma para a solugao de problemas devido as suas caracteristicas de apren-

dizado, adaptabilidade, robustez e tolerancia a falha.|Hay94]

Os neurénios biologicos sao bem mais lentos que os computadores digitais, mas
a inferéncia humana é bem mais rapida. O cérebro compensa a operagao relati-
vamente lenta com o enorme nimero de neurdnios, extremamente inter-conectados
(cada neurdnio tem entre 10® a 10? conexdes), funcionando de maneira paralela e
descentralizada.[Nas99]

Enquanto nos computadores o conhecimento é estritamente substituivel, no cérebro
o conhecimento é adaptavel. O cérebro humano tem muitas caracteristicas sofisticadas,
entre elas: nova informacao é adicionada pelo ajuste da forca de conexdo entre os
neurdnios biologicos, exibe caracteristicas de tolerancia a falhas (danos individuais em
neur6nios podem ocorrer sem maior degradacio do desempenho geral), generalizagao

para casos desconhecidos a partir de tarefas e exemplos conhecidos, etc.

Foi assim que as redes neurais artificiais foram modeladas, tentando imitar o com-
portamento do cérebro. Atualmente, as redes neurais artificiais sdo capazes de realizar
tarefas que envolvem processamento simultaneo de grande quantidade de dados e onde
respostas rapidas e acuradas sdo necessarias. Algumas funcoes das redes neurais arti-

ficiais sao descritas a seguir:
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1. Classificacao: Capacidade de analisar dois objetos ou estados e de acordo com

suas caracteristicas, estimar suas similaridades e diferencas.
2. Segmentacgao: Capacidade de agrupar conceitos semelhantes.

3. Memoria Associativa: Capacidade de associar objetos ou idéias com memorias

relacionadas.

4. Modelagem: Capacidade de modelar relacionamentos entre exemplos, para pos-

sibilitar generalizacoes diante de casos novos.

5. Predicao de Séries Temporais: Capacidade de prever acontecimentos em algum

ponto do futuro, dado o acontecido no passado.

6. Satisfacao de Restricoes: Capacidade de solucionar problemas com restricoes

conflitantes.

Cada unidade de processamento atua como uma funcao reconhecedora simples de
padroes. Ela recebe entradas de outros elementos, compara estas com sua memoria
e produz precisamente um sinal. As entradas passam por conexdes com pesos (sua
memoria), que aumentam ou diminuem os sinais de saida. [dS00| Dentro de cada
processador, as entradas sao totalizadas, esse valor total de entrada é submetido a
uma funcao para produzir a saida deste processador, geralmente variando de 0 a 1. A
maneira como as unidades de processamento estao arranjadas numa rede neural esta

diretamente relacionada com a forma de aprendizado desta.

Este capitulo tém a seguinte organizacao:

e Na secao 2.2 é descrito o neurénio de McCulloch-Pitts.
e Na secao 2.3, apresenta-se as arquiteturas nas redes neurais artificiais.

e Na secao 2.4, apresenta-se os paradigmas de aprendizagem das redes neurais
artificiais.

e Na secao 2.5, apresenta-se os modelos de redes neurais artificiais.

e Na se¢ao 2.6 é descrito o processo de treinamento nas redes neurais artificiais em
geral.

e Na secao 2.7 seré apresentada a rede Perceptron Monocamada e suas caracteris-

ticas.

e Na secao 2.8 é apresentada a rede Perceptron com Miiltiplas Camadas junto com

suas principais caracteristicas e seu algoritmo de aprendizagem.
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Figura 2.1: Modelo do Neuro6nio Bioldgico

Neste capitulo serd aprofundado o estudo em duas redes neurais de aprendizagem
supervisionada, Perceptron com uma camada e o Perceptron com miiltiplas camadas

porque nosso trabalho serd focado nestas redes neurais.

2.2 Neuronios Artificiais: Modelo MCP

O modelo de neurénio proposto por McCulloch e Pitts [MP43] conhecido também por
modelo MCP, é uma simplificagao do que se conhecia a respeito do neurdnio biologico
naquela época. A sua descricao matematica resultou em um modelo com n terminais
de entrada z1, x, ..., x,, (que representam os dentritos), e apenas um terminal de saida
y (representando o axénio). Emula-se com os terminais de entrada e saida o comporta-
mento das sinapses, assim, os terminais de entrada do neuronio tém pesos (resistores)
acoplados wy, wa, ..., w,, cujos valores podem ser positivos ou negativos. Dependendo
das sinapses, o neur6nio dispara quando a soma dos impulsos que ele recebe ultrapassa
o seu limiar de excitagdo (threshold). A figura 2.1 apresenta o neurdnio biolégico e a

figura 2.2 apresenta o modelo do neurénio de McCulloch-Pitts.

O neuronio artificial é a unidade basica de processamento de informacao de uma
rede neural artificial. A estrutura deste neuronio esta formada por:

1. Conjunto de Sinapses (elos de conexao): Em uma rede neural cada um dos
neurdnios se caracteriza por seu peso ou forca propria. Um sinal z; na entrada j
conectada a um neurénio k£ é multiplicado pelo peso sindptico wy;, onde o indice

k refere-se ao neurdnio em questao e o indice j refere-se ao terminal de entrada.
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Figura 2.2: Modelo do Neurénio Artificial de McCulloch-Pitt

2. Funcao de Juncgao: serve para compor de forma linear os sinais de entrada ja
ponderados pelos seus respectivos pesos sinapticos. A funcao de juncdo também
é conhecida como “combinador” linear ou simplesmente “somador”. A saida desta

funcao é chamada de “soma neta”.

3. Funcao de Ativagao: Seu uso faz-se necessirio para restringir a amplitude
de saida de um neurénio. Por convencao, as saidas dos neur6nios devem estar
restritas ao intervalo fechado [0,1] ou [—1,1], h4 casos ainda de saida binaria
zero ou um (funcdo sinal). Assim, a fung¢io de ativagdo ou funcio restritiva tem
o objetivo de adequar a saida do neurénio a um destes intervalos. Um fator
que pode interferir na funcao de ativacao é o “bias’. Este fator tem o efeito
de aumentar ou diminuir a entrada da funcao de ativacdo, dependendo se ele é
positivo ou negativo, respectivamente. Desta forma, o bias interfere diretamente

na sensibilidade do neur6énio em anélise as entradas.

A partir do modelo proposto por McCulloch e Pitts foram derivados varios outros
modelos que permitem a producao de uma saida qualquer, nao necessariamente
zero ou um, e com diferentes tipos de fungoes de ativagao. A figura 2.3 mostra
graficamente quatro tipos de func¢oes de ativagao diferentes: as fungoes lineares,

as fungbes rampa, as fungoes degrau (step) e as fungoes sigmdide.

Uma fungdo de ativagdo é linear se pode ser definida pela equagdo (2.1), para
algum nimero real « (y é a saida e = a entrada). Esta func¢do pode ser restringida
para produzir valores constantes em uma faixa [—+, +7|, e neste caso a fungdo
linear passa a ser uma funcao rampa como mostrada graficamente na figura 2.3.b
e definida pela equagdo (2.2)

Yy =ar (2.1)

y=49x  Selzr| <+, (2.2)
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O valor maximo e minimo da saida sao +7v e —7, respectivamente. A funcao

rampa é geralmente usada como uma funcao nao linear simplificada.

A funcao degrau, ilustrada na figura 2.3.a é similar a uma fung¢ao sinal, no sentido
que a funcdo produz a saida ++y para os valores de z maiores que zero, caso
contrario a funcao produz o valor —y. A funcao degrau é definida pela equacao
2.3

+v Sex >0,

y= (2.3)
—v Sez <0.

A fungao sigmoéide, conhecida também como S-shape, ilustrada na figura 2.3.c é
uma funcio semi-linear, limitada e monotonica. E possivel definir véarias funcoes
sigmoidais. As funcoes sigmoidais sao encontradas na modelagem de diversos
modelos nas mais variadas areas. Uma das funcbes sigmoidais mais importantes
é a funcao logistica definida pela equacado 2.4 onde T determina a suavidade da

curva.
1

= 2.4
1+ e—m/T ( )

Y

Em termos mateméaticos, um neurénio k é descrito segundo as equagoes (2.5) e
(2.6) onde x4, xo, ..., T, sdo sinais de entrada; wy, Wy, .., Wiy, S840 pesos sinapticos do
neurdnio k; uy é a saida da fungdo de juncao; by € o bias; ¢(.) é a fungao de ativacao e
por fim y; € o sinal de saida do neurénio. A equagdo (2.7) define o termo potencial de

ativacao vy, que trata da entrada da funcao de ativacao.

up = Zwijj (2.5)
j=1

Y = O(ug + br) = o(vg) (2.6)

2.3 Principais Arquiteturas de RNAs

A defini¢do da arquitetura de uma RNA é um parametro importante na sua concepcao
uma vez que ela restringe o tipo de problema que pode ser tratado pela rede. As
redes com camada tnica de neurdnios chamadas de MCP, por exemplo, s6 conseguem
resolver problemas linearmente separaveis. Redes recorrentes, por sua vez, sao mais
apropriadas para resolver problemas que envolvem processamento temporal. Fazem

parte da definicdo da arquitetura os seguintes parametros: nimero de camadas da
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Figura 2.3: Formas e Propriedades Importantes das Func¢oes de Ativacao mais Usadas



2. Redes Neurais Artificiais 11

N

£

XX X X X

\4

JN

Figura 2.4: Principais Arquiteturas de RNA

rede, nimero de neurbénios em cada camada, tipo de conexao entre os neurdnios e
topologia da rede. Alguns exemplos de arquiteturas de RNAs sao apresentados na

figura 2.4.
Quanto ao numero de camadas, pode-se ter:
1. Redes de camada tinica, s6 existe um noé entre qualquer entrada e qualquer saida
da rede.
2. Redes de multiplas camadas, existe mais de um neur6nio entre alguma entrada

e alguma saida da rede.

Os neuronios podem ter conexoes do tipo:
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1. Feedforward: sem realimentagao ou aciclica, a saida de um neurdnio na ¢-ésima
camada da rede nao pode ser usada como entrada de neurénios em camadas de

indice menor ou igual a .

2. Feedback: com realimentagao ou ciclica, a saida de algum neur6nio na i-ésima
camada da rede é usada como entrada de neurdnios em camadas de indice menor

ou igual a i.

e Rede neural cuja saida final (inica) é ligada as entradas comportam-se
como autdmatos reconhecedores de cadeias, onde a saida que é realimen-

tada fornece o estado do autdémato.

e Se todas as ligagoes sao ciclicas, a rede é denominada de auto-associativa.
Estas redes associam um padrao de entrada com ela mesma, e sao particu-

larmente tteis para recuperagao ou “regeneracao” de um padrao de entrada.
Finalmente, as RNAs podem também ser classificadas quanto sua conectividade:

1. Rede fracamente (ou parcialmente) conectada.

2. Rede completamente conectada.

2.4 Paradigmas de Aprendizagem das Redes Neurais

A propriedade primordial das redes neurais é aprender conforme o ambiente onde estao

inseridas e assim melhorar seu desempenho [Gon03].

No aprendizado conexionista nao se procura obter regras como na abordagem sim-
bélica de Inteligéncia Artificial (IA), mas determinar a intensidade de conexdes entre
neurdnios. A utilizacao de uma RNA na solucdo de uma tarefa passa inicialmente por
uma fase de aprendizagem, onde a rede extrai informacdes relevantes de padroes de
informacao apresentadas para a mesma, criando assim uma representacao propria para

0 problema.

Na etapa de aprendizagem, o treinamento da rede neural consiste em um processo
iterativo de ajuste de parametros da rede, os pesos das conexoes entre as unidades de
processamento, guardam ao final do processo, o conhecimento que a rede adquiriu do
ambiente em que estd operando. Uma definicao geral do que vem a ser aprendizagem

pode ser expressa da seguinte forma:



2. Redes Neurais Artificiais 13

“Aprendizagem é o processo pelo qual os parametros de uma rede neural
sao ajustados através de uma forma continuada de estimulo pelo ambiente
no qual a rede esta operando, sendo o tipo especifico de aprendizagem real-
izada definido pela maneira particular como ocorrem os ajustes realizados

nos parametros”.[MM70]

Diversos métodos para treinamento de redes foram desenvolvidos, podendo estes
serem agrupados em dois paradigmas principais: “aprendizado supervisionado” e “apren-
dizado nao supervisionado”, outros dois paradigmas bastante conhecidos sao os de

“aprendizado por reforco” e “aprendizado por competicao”.

2.4.1 Aprendizado Supervisionado

Este método é o mais comum no treinamento das RNAs, sendo chamado “aprendizado
supervisionado” porque a entrada e saida desejadas para a rede sao fornecidas por um

supervisor externo.

2

Nesta abordagem, o caso é apresentado & rede neural, que faz sua predicdao. O
algoritmo de aprendizado obtém a diferenca entre a saida esperada e a realizada. Esta
diferenca ¢ utilizada no ajuste dos pesos, de modo que na préxima vez a predicao
serd mais proxima da esperada. Deste modo, a rede neural aprende a relacao entre as

entradas e as saidas.

Existem problemas reais nao lineares, que possuem relacoes complexas entre as var-
iaveis e para os quais nenhuma funcao matematica é conhecida nem pode ser facilmente
derivada. Para estes casos e para aqueles em que o problema em si pode mudar com
o tempo, as redes neurais com aprendizado supervisionado podem ser utilizadas. Os
exemplos mais conhecidos de algoritmos para aprendizagem supervisionado sao regra
delta [WH60| e a sua generalizacdo para redes de miltiplas camadas, o algoritmo Back-
Propagation o regra delta generalizada [RHW86]. A figura 2.5 ilustra o mecanismo de

aprendizado supervisionado.

2.4.2 Aprendizado Nao Supervisionado ou AutoSupervisionado

Como o proprio nome sugere, nao ha um professor ou supervisor para acompanhar o

processo de aprendizado, a figura 2.6 ilustra o processo.

E utilizado quando se possui grandes quantidades de dados e ndo se sabe a saida

desejada. Neste caso deseja-se que a rede neural descubra o relacionamento dos dados,
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Figura 2.6: Mecanismo de Aprendizado Nao Supervisionada

dividindo-os em grupos de elementos similares entre si. As redes neurais treinadas
sob este paradigma possuem a capacidade de se organizar. Quando apresentados uma
série de entradas, as unidades de saida se organizam inicialmente pela competi¢ao no

reconhecimento do padrao e depois cooperando para o ajuste do peso de suas conexoes.

Alguns métodos para implementacao de aprendizado nao supervisionado sao: Apren-
dizado Hebbiano [Heb49| que motivou os primeiros métodos de aprendizado em RNAs,
0 Modelo de Linsker |Lin88| que foi proposto com o objetivo de modelar os primeiros
estagios do sistema visual dos mamiferos. Aprendizagem por competicao onde dado
um padrao de entrada, faz com que as unidades de saida disputem entre si para serem
ativadas [Fuk75| [Koh82| [Gro76].

2.4.3 Aprendizado por Reforco

Aprendizado por refor¢o é uma forma de aprendizado on-line obtido por um mapea-
mento de entrada e saida através de um processo de triagem e erro desenvolvido para
maximizar o indice de desempenho escalar chamado de sinal de reforco. A figura 2.7
ilustra o procedimento. O termo aprendizagem por reforco foi inicialmente citado por

Minsky [Min61] em seus estudos iniciais de Inteligéncia Artificial - IA.

A idéia bésica que estd por tras do termo refor¢co tem sua origem em estudos
experimentais sobre aprendizado dos animais [Ham90]. Neste contexto, é interessante
lembrar a Lei do Efeito [Tholl] que diz que “quanto maior a satisfagdo obtida com uma
certa experiéncia em um animal, maiores as chances dele aprender”. Sutton [SBW91]

reformulou o dito por Thorndike na seguinte definicado de aprendizado por reforco:
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Figura 2.7: Mecanismo de Aprendizado por Reforgo

“Se uma acao tomada pelo sistema de aprendizagem é seguida de estados
satisfatorios, entao a tendéncia do sistema de produzir esta acao particular
é reforcada. Se nao for seguida de estados satisfatérios a tendéncia do

sistema de produzir esta acao é enfraquecida” [SBW91]

2.5 Modelos de Redes Neurais

A combinagao da arquitetura, do paradigma de aprendizado e de seu algoritmo de-
finem um modelo de rede neural. Existem uma grande variedade de modelos. Por
exemplo, alguns sao otimizados para ter treinamento rapido e outros para ter memoria
de entradas passadas. Contudo, o melhor modelo para uma certa aplicacao depende

dos dados e das funcionalidades requeridas.

A tabela 2.1 relaciona modelos com seu paradigma de aprendizado, arquitetura e

funcoes.

2.6 Treinamento de Redes Neurais

E na fase de treinamento que a rede neural adquire o conhecimento que vai permitir
a realizacao de funcgoes como classificacao e predicao de série temporais, entre out-
ras. Este conhecimento é representado pelos pesos das conexdes entre as unidades de

processamento que sao ajustados durante o treinamento.

O processo é extremamente dependente de fatores como a disponibilidade e car-
acteristica dos dados, do modelo da rede neural e de sua funcao. Na maioria dos
modelos, os pesos sao inicializados com valores aleatorios. A medida que os exemplos

sao apresentados a rede neural, os pesos sao ajustados de acordo com o algoritmo de
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Modelo Paradigma de Arquitetura Funcoes
Aprendizado Primarias
BackPropagation Supervisionado Feedforward  Classificacao
Recurrent  Back- Supervisionado P. Recorrente Modelagem,
Propagation Séries Temporais

Adaptative Reso- Nao supervisionado  P. Recorrente Segmentacao
nance Theory

ARTMAP Supervisionado P. Recorrente  Classificacao
Kohonen Feature Nao supervisionado  Feedforward  Segmentacao
Maps

Radial Basis Func- Supervisionado Feedforward  Classificacao,
tion Modelagem,

Séries Temporais

Tabela 2.1: Modelos e Funcoes de Redes Neurais.

aprendizado. Este é dependente do modelo. Deve-se monitorar o treinamento da rede
neural para determinar se ela esti realmente aprendendo. Definido o problema, deve-se

obter o banco de exemplos que serd utilizado no treinamento.

E necessario determinar quais sdo os parametros importantes no processo de de-
cisdo. A etapa de selecao exige conhecimento profundo sobre o dominio do problema
e dos dados envolvidos. Os dados devem ser tratados antes de serem submetidos a
rede neural. Alguns pardmetros podem ser combinados em um s6 ou serem elimina-
dos em caso de redundancia. Freqiientemente, os dados devem ser transformados para
uma forma que seja aceitavel para a rede neural. A forma de representacao dos dados é
importante, se for feita a escolha errada, é possivel que a rede neural nao consiga apren-
der a relagao entre os dados. Além disso a forma de representacao afeta diretamente o
tempo de treinamento e a precisao obtida. Muitos parametros determinam a velocidade
do treinamento e o grau de generalizagao da rede neural, alguns desses parametros sao

gerais, como a funcao de ativagao, e varios sao especificos a cada modelo.

O coeficiente de aprendizado é um parametro geral que determina o grau das mu-
dancas realizadas nos pesos visando a saida desejada. Quando se aplica um alto co-
eficiente de aprendizado, os pesos oscilam muito, mas o treinamento é mais rapido
e quando o coeficiente de aprendizado é baixo, o treinamento é lento. A tabela 2.2

mostra alguns dos parametros mais importantes no treinamento das redes neurais.
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Parametro Modelo Descrigao

Coeficiente de Todos Controla o tamanho do passo

Aprendizado para ajustes dos pesos. Diminui
com o tempo em alguns modelos.

Funcdo de Ati- Todos Seleciona a funcao de ativacao

vacao utilizada na unidade de processa-
mento

Momentum BackPropagation Suaviza os efeitos dos ajustes no
peso em fun¢ao do tempo

Error Tolerance  Backpropagation Especifica quao préximo valor da
saida deve estar antes que o erro
seja considerado zero

Vigilance ART Especifica quao similares os
padroes de entrada devem ser
para serem classificados na
mesma categoria.

Neighborhood kohonen Maps Define o tamanho da &rea ao
redor da unidade de saida
vencedora que serd atualizada.
Diminui com o tempo.

Niamero de kohonen Maps e Determina o nimero fixo de vezes

Epocas outros que as redes neurais de alguns

modelos passa pelos dados de
treinamento.

Tabela 2.2: Parametros de Treinamento de Redes Neurais.
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Figura 2.8: Neuronio de McCulloch-Pitts com Aprendizado

2.7 A Rede Perceptron com uma Camada

O modelo proposto por McCulloch-Pitts foi extraordinariamente nao funcional, uma
grande figura na seguinte década foi Frank Rosenblatt. Em 1958 Rosemblatt propos a
rede Perceptron [Ros58] como o primeiro modelo para aprendizagem de RNAs por meio
de um tutor. A idéia principal do Perceptron é incorporar aprendizagem no neurdnio
de McCulloch-Pitts.

O Perceptron é a forma mais simples de uma RNA, consiste basicamente de um
tinico neurénio com pesos sinapticos ajustéveis e uma polarizagio(bias). O algoritmo
usado para ajustar os parametros livres desta RNA foi apresentado pela primeira vez
no procedimento de aprendizagem desenvolvido por Rosenblatt, no qual depois de con-
vergir posiciona uma superficie de decisao na forma de um hiperplano entre as classes.
A prova de convergéncia do algoritmo é conhecida como Teorema de Convergéncia do

Perceptron.

A figura 2.8 ilustra os principais elementos do Perceptron, incluidos na terminologia
de Rosemblatt: a unidade sensorial (S); a unidade de Associagio (A), onde é realizada

a aprendizagem; e a unidade de resposta (R).

Apesar de ter causado grande euforia na comunidade cientifica da época, o Percep-

tron ndo teve vida muito longa, ji que as duras criticas de Minsky e Paper [MP69| a
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Figura 2.9: Rede Perceptron de uma Camada e a Separacao das Classes

sua capacidade computacional causaram grande impacto sobre as pesquisas em RNAs,
o que levou a um grande desinteresse pela drea durante os anos 70 e inicio dos anos 80.
Esta visao pessimista sobre a capacidade do Perceptron e das RNAs de uma maneira
geral mudou com as descri¢oes da rede Hopfield em 1982 [Hop82| e do algoritmo back-
propagation em 1986. Foi em conseqiiéncia destes trabalhos que as RNAs ganharam
novo impulso, ocorrendo a partir do final dos anos 80, uma forte expansao no niimero

de trabalhos de aplicagdao envolvendo RNAs e técnicas correlatas.

2.7.1 Algoritmo de Aprendizado do Perceptron

A rede Perceptron que decide quando uma entrada pertence a uma de duas classes
(denotadas com A e B) é mostrada na figura 2.9. Um simples neurdnio computa a
soma, dos pesos com os elementos de entrada e subtraem o bias, o resultado passa

por um limitador ndo linear tal que a saida y pode ser 0 ou +1. A regra de decisao
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responde 1 se é a classe A e 0 se é a classe B. O Perceptron forma duas regides de
decisao separadas por um hiperplano. Esta regioes sdo mostradas na figura 2.9 quando

sao 2 entradas, o hiperplano é uma reta.

Na tabela 2.3 é mostrado o procedimento para convergéncia do Perceptron. Os
valores dos pesos e o bias sao inicializados com valores pequenos aleatorios diferentes
de zero. Entao a uma nova entrada com N valores continuos é aplicado na entrada da
rede e a saida é computada. As conexoes dos pesos sao adaptadas s6 quando um erro
acontece usando a equagao no passo 4 na tabela 2.3. Esta equag¢ao inclui um ganho 7
no intervalo de 0.00 a 1.0 que é o coeficiente de aprendizado, o qual controla o indice
de adaptacao.

Passo 1 Inicializacao dos pesos e bias
Atribuir valores aleatérios pequenos para w;(0)
(0 <i < N-—-1)eb Aqui wt) é o peso da
entrada ¢ no tempo t e b e o bias no neuronio de
saida

Passo 2 Apresentar novos valores continuos de entrada

xo, X1, ..., Tn_1 com a saida desejada d(t).

Passo 3 Calcular a saida atual
N-1
y(t) = fo>_ wit)ai(t) — b)
i=0
Passo 4 Adaptar os Pesos
wi(t+1) = w;(t) +nl[d(t) —y(t)]z;(t), onde 0 < i <
N -1

1 Se a entrada é da classe A,
d(t) =

0 Se a entrada é da classe B.

nesta equagao 77 é o ganho positivo menor que 1 e
d(t) é a saida correta desejada para a atual saida.
Se a rede executa a decisao correta, entao os pesos
nao mudam.

Passo 5 Repetir desde o passo 2

Tabela 2.3: Processo de Convergéncia da Rede Perceptron de uma Camada

A grande vantagem da implementagao do algoritmo Perceptron é a simplicidade.
Sao poucos parametros a ajustar e o padrao de entrada nao necessita de um pré-
processamento muito elaborado, dependendo da aplicacao. Por outro lado, ele tem sua

aplicacao restrita a padroes nao muito complexos, que sejam linearmente separéaveis
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2.7.2 Algoritmo de Aprendizado LMS

Ao mesmo tempo que Frank Rosenblatt trabalhava no modelo Perceptron, Bernard
Widrow e seu estudante Marcian Hoff, introduziram o modelo Adaline e a regra de
aprendizado chamado de algoritmo LMS (Least Mean Square) [WH60] [WS85] [DHT73].
A rede Adaline é similar ao Perceptron, exceto que a funcao de ativacdao do Perceptron

é do tipo degrau e da rede Adaline é uma funcao funcao de tipo linear.

A rede Adaline apresenta as mesmas limitagoes da rede Perceptron de Rosenblatt,
s6 pode solucionar problemas linearmente separaveis. Mas o algoritmo LMS é mais
potente que a regra de aprendizado do Perceptron, porque minimiza o erro médio
quadratico tornando-o mais pratico nas diferentes aplicacoes. Os pesos sao assim cor-
rigidos por um incremento que depende da diferenca entre a saida desejada e a atual

saida na direcao do gradiente negativo.

Este algoritmo chamado também de “regra delta”, teve uma maior importancia
porque deu origem ao algoritmo utilizado para treinar redes neurais de miltiplas ca-

madas “regra delta generalizada” ou chamado também de “BackPropagation”.

2.8 Rede Perceptron de Miiltiplas Camadas

As redes de uma s6 camada resolvem apenas problemas linearmente separaveis. A
solucao de problemas nao linearmente separaveis pode ser resolvido com redes com uma
ou mais camadas intermedidrias ou escondidas. O desconhecimento de algoritmos para
treinar redes com uma ou mais camadas intermediarias foi uma das causas da reducao
das pesquisas em redes neurais artificiais na década de 70. As redes Perceptron de
Multiplas Camadas (MLP), apresentam um poder computacional muito maior do que

aquele apresentado pelas redes sem camadas intermediérias.

As MLP sao redes feed-forward com uma ou mais camadas de neurdnios entre
os neurénios de entrada e os neurdnios de saida. Estas camadas adicionais contém
unidades ocultas ou neurdnios que nao estao diretamente conectados aos neurénios de
entrada e de saida. Em uma rede multi-camada, o processamento realizado por cada
neur6nio é definida pela combinacao dos processamentos realizados pelos neurdnios da
camada anterior que estao conectados a ele. Quando se segue da primeira camada
intermediaria em direcao a camada de saida, as funcoes implementadas se tornam cada
vez mais complexas. Estas funcoes definem como é realizada a divisao do espaco de

decisao.

Consideremos uma rede MLP com uma camada de unidades ocultas, esta rede tem
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Figura 2.10: Camada Oculta com J neurdénios de uma MLP

um conjunto de sinais de entrada {xg, z1, %9, ..., x, } onde zg é o sinal bias. Neste con-
junto de sinais o vetor de entrada € R"*!. A camada que recebe o sinal de entrada é
chamada de camada oculta. A figura 2.10 mostra uma camada oculta tendo J unidades.
A saida da camada oculta é o vetor z = [z, 21, ..., 2;] de valores reais .J+ 1-dimensional.
O vetor z é a fonte de entrada para a camada de saida de L unidades. A camada de
saida gera um vetor L-dimensional y em resposta a entrada. Um dos aspectos relaciona-
dos as MLP diz respeito a funcao de ativacao utilizada. Diversas funcoes de ativacao
tém sido propostas, estas fungoes sao nao lineares e diferenciaveis. As fungoes precisam
ser diferencidveis para que o gradiente possa ser calculado, direcionando o ajuste dos

pesos, a maioria delas é também nao decrescente.

Existem atualmente varios algoritmos para treinar redes MLP, [RM86|, [Fah88|,
|Rie94|, [Pea92|, [Bat91], [HM94|. Estes algoritmos sdo geralmente do tipo supervision-
ado. De acordo com os parametros que eles atualizam, os algoritmos para treinamentos

de redes do tipo MLP podem ser classificados em:

e Estaticos: nao alteram a estrutura da rede, variam os valores de seus pesos para
poder treinar. E utilizada a mesma regra de aprendizado para qualquer rede

MLP sem importar o tamanho ou formato da rede.

e Dinamicos: podem tanto reduzir quanto aumentar o tamanho da rede (niimero de

camadas, nimero de neurdnios nas camadas intermediarias e nimero de conexdes)

O algoritmo de aprendizado mais conhecido para o treinamento destas redes é o
algoritmo back-propagation|RM86]. A maioria dos métodos de aprendizado para RNAs

do tipo MLP utilizam variacoes deste algoritmo.
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Figura 2.11: Diagrama de Blocos do Algoritmo BackPropagation
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2.8.1 Algoritmo de Aprendizado - BackPropagation

O algoritmo Back-Propagation foi um dos principais responsaveis pelo ressurgimento
das RNAs, por ocasiao da publicagao do livro Parallel Distributed Processing, mais
conhecido por PDP, [RM86|. Embora a popularizacao deste algoritmo tenha surgido a
partir de 1986, ele foi proposto muito antes, com diferentes propositos, por diferentes
pesquisadores, como: Bryson e Ho [BH69|, Werbos [Wer74]|, Parker [Par85] e Le Cun
[Cun85|.

O algoritmo BackPropagation ou também chamado de retropropagacao é uma gen-
eralizacdo do algoritmo LMS [WHG60|. Usa a técnica do gradiente para minimizar a
funcao de custo que é o erro medio quadrado entre a saida desejada e a atual saida
da rede. O Backpropagation é um poderoso algoritmo de aprendizado de proposito
geral, mas também é caro em termos de requerimentos computacionais. Uma rede
neural com uma simples camada oculta de elementos de pré-processamento treinada
com este algoritmo modela qualquer fun¢do continua com um alto grau de precisao

(com neuronios suficientes na camada oculta) [Neg02].

O algoritmo basico BackPropagation consiste em trés etapas. O padrao de entrada é
apresentado a Rede Neural, estas entradas sao propagadas até chegar a ultima camada

da rede, as quais produzem uma saida que serd a saida da rede. Como o algoritmo
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BackPropagation é um aprendizado supervisionado, tem saidas desejadas as quais for-
mam parte do processo de treinamento. A saida atual da rede é comparada com as
saidas desejadas e um sinal de erro é produzido. Este sinal é a base para o passo de
retro-propagacao propriamente dito, onde o erro é passado desde a camada de saida
até a camada de entrada. As conexoes dos pesos sao modificadas e a Rede Neural
aprende a partir de uma nova experiéncia. A figura 2.11 descreve o diagrama de blocos

do algoritmo de aprendizado para uma rede de 3 niveis.

A tabela 2.4 descreve o algoritmo de treinamento. O algoritmo assume que a funcao
de ativagao usada nas camadas da MLP é a func¢ao sigmoéide, mas pode-se usar qualquer

outra sempre que cumpra com as condicoes descritas anteriormente.
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Tabela 2.4: Algoritmo BackPropagation para Treinar as MLP

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Inicializacao dos Pesos e Bias

Os conjuntos de pesos de cada camada sdo ini-
ciados com valores aleatérios pequenos. w;;(0)
(0 <i < N-—1)e#6 Onde w;(t) é o peso do
neuronio ¢ no tempo ¢ ao neurénio j numa camada
mais na frente, 6; e o bias no neurénio j
Apresentar as entradas e as saidas desejadas
Apresentar cada vetor de entrada de valores con-
tinuos xzq, 1, ..., x,_1 € especificar as saidas dese-
jadas dg, dy, ..., dp;—1. Se a rede é usada como um
classificador entao as saidas desejadas sao conjun-
tos de zeros e uns. O conjunto de treinamento
é apresentado ciclicamente até os pesos se estabi-
lizarem.

Calcular as saidas atuais

Usando as fungoes sigmoidais nao lineares calcu-
lamos as saidas em cada camada até a camada de
saida. As saidas de uma camada s sao usadas como
entradas na camada s+ 1, assim se a camada s+ 1
tem k neurdnios e a camada s tem n neurénios,

entao as saidas em s + 1 sera:
N-1

Yr = fal E wiz; — 0;)
i=0

A figura 2.12 descreve uma rede MLP com 2 ca-
madas ocultas e apresenta o céilculo da saida em
cada camada.

Adaptacao dos Pesos

O algoritmo é recursivo, comeca nos neuronios da
camada de saida e trabalha até a camada de en-
trada. E esta a razdo do nome BackPropagation ou
retropropagac¢ao. O ajuste dos pesos usa a seguinte

equacao:
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Passo 5

wij(t + 1) = wi(t) —nVe?

onde 77 é a taxa de aprendizado que varia en-
tre 0 e 1 dependendo das caracteristicas do prob-
lema e —Ve? & o gradiente negativo do erro médio
quadrético para cada padrao de entrada. O gra-
diente é calculado como a derivada do erro com
respeito a todos os pesos na rede. A atualizacao
dos pesos é feita da seguinte forma:

Nesta equagdo w;;(t) é o peso desde o neurénio ¢
ou desde uma entrada ao neurdnio j no tempo t,
z’; ¢ cada uma das saidas na camada do neurdnio
i ou é as entradas na rede e ¢; é o termo do erro
para o neurdnio j. Se o neuronio j esti na camada
de saida, entao com a fun¢ao de ativacao sigmoide,
temos que:

05 =y (1 —y;)(d; — y;)

onde d; é a saida desejada do neurdnio j e y; é a
saida atual. Se o neur6nio j é um neurdnio numa
camada oculta, entao:

0j = (1 —25) X Opwjn

onde k sao todos os neurénios da camada s + 1
relacionados com o neur6nio j na camada s. As
conexoes dos Bias sao atualizadas de forma similar

aos pesos levando em conta a camada onde esta.

T
Repetir desde o passo 2 até que Z e? seja mini-

p=1
mizado




Capitulo 3

Matematica Intervalar

3.1 Introducao

A Matematica Intervalar é uma teoria matematica originada na década de 60 [Moo66]
com o objetivo de responder questoes de exatidao e eficiéncia que surgem na pratica

da computagao cientifica e na resolucao de problemas numéricos.

A qualidade do resultado em computacao cientifica depende do conhecimento e
controle dos erros na computacao. Algoritmos convencionais, chamados algoritmos
pontuais, computam uma resposta exata sem o auxilio de uma analise rigorosa dos
erros, o qual é extensa, dispendiosa e nem sempre vidvel. Desta forma, a obtencao
de uma solucao numérica para um problema real, aplicando os métodos tradicionais,
geralmente conduz a resultados aproximados. Por outro lado, técnicas intervalares po-
dem ser programadas em computadores de tal modo que a computagao possua uma rig-
orosa e completa anélise do erro durante a evolugao dos calculos numéricos, tornando-se

necessario identificar qual a sua origem ou fonte.

Técnicas intervalares manipulam dados e parametros iniciais com intervalos, com
o indicativo do erro maximo presente nestes valores, antes que os mesmos sejam in-
troduzidos no computador. Desta forma, algoritmos intervalares, em contraste com os
algoritmos pontuais, computam um intervalo como solu¢ao, com a garantia de que a
resposta Otima pertence a este intervalo. Portanto, resultados intervalares carregam
sempre consigo a seguranca de sua qualidade e o grau de sua incerteza, pois o diametro
de um intervalo solucao ¢ um indicativo da influéncia do erro do dado de entrada no

erro do resultado final obtido.

Apresentaremos neste capitulo um estudo das definigoes basicas da matematica
intervalar que serao necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. Para se apro-

fundar mais nos conceitos de matemaética intervalar ver [M0062, Mo066, Moo79, Lyr03|.
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Figura 3.1: Representacao Geométrica de IR

Cabe ressaltar que neste capitulo e nos proximos, todos os niimeros e funcoes que
representem intervalos serao representados por letras maitsculas e todos os nimeros
e funcoes reais serao representados por letras mintdsculas. O extremo esquerdo ou
infimo de cada intervalo sera representado pela mesma letra que denota o intervalo em
miniscula com uma barra abaixo e o extremo direito o supremo serd representado pela

letra que denota o intervalo em miniscula com uma barra abaixo.

3.2 Definicoes Basicas

Definigao 3.2.1 (Intervalos de Reais)

Seja R o conjunto dos nimeros reais, entio VT € R tal que x < T, o conjunto
{r € R/z <z < T} é um intervalo de reais ou simplesmente um intervalo e serd
denotado por X = [x,T|. Os pontos do conjunto dos intervalos de reais serdo denotados

por letras latinas maiisculas.
Ezemplos: [1;5],1]0,2365;0,6974], [—0,98742; 0, 12455], [2; 2]

Definicao 3.2.2 (Conjunto IR)
Definimos e denotamos por IR o conjunto de todos os intervalos de reais, isto €

IR={[z,7]/z,T € R,z <T}. como é mostrado na figura 3.1

Definigao 3.2.3 (Intervalos Degenerados)

Um nimero X € IR, é um intervalo degenerado se x = 7.
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3.3 Operacoes e Propriedades da Aritmética de Moore

Segundo Moore [Moo79|, uma operacdo aritmética binaria @& € {+, —, x,+} entre os
intervalos X e Y é definida como X @Y = {x ® y/x € X,y € Y}. Pode-se observar

que IR constitui uma estrutura algébrica que generaliza a estrutura dos reais.

3.3.1 Igualdade entre Intervalos
Definicao 3.3.1 Sejam X e Y dois intervalos de IR Diz-se que X =Y se, e somente
se, L=y er =7y.

Logo, dois intervalos sao considerados iguais se os conjuntos que eles representam

forem os mesmos.

3.3.2 Adicao em IR

Proposicao 3.3.2 Sejam os intervalos X e Y entao:
X+Y=[z7+[yy=[+yT+7

Propriedades Algébricas da Adigao em IR: Sejam XY, Z, € IR, entao:

e Associatividade: X + (Y +2) = (X +Y) + Z;

e Comutatividade: X +Y =Y + X

Elemento Neutro: Seja 0 = [0;0]. Entdao X +0=0+ X = X.

Se X+Y=X+ZentaoY =7

Se X+Y CX+ZentaoY C Z.

Exemplo: Dado X = [1;4] e Y = [2; 5] entdo:
X+Y =[1;4+[25]

[1+2;44 5

=[3;9].
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3.3.3 Subtracao em IR

Proposicao 3.3.3 Sejam X e Y dois intervalos, entao:
X=Y=X+(Y)=[z-79);@-y)

Propriedade Algébrica da subtragao em IR:
e SeY —X=/—-—XentaoY =7

ExempIO' Dado X = [-1;1],Y = [0, 236; 0, 245], entdo:

Y =[-1;1] — [0,236;0, 245]

= [~1;1] + (—[0,236; 0, 245])
= [~1;1] + [0, 245; —0, 236]
= [~1—0,245;1 — 0, 236]

= [—1,245;0,764).

3.3.4 Multiplicagao em IR

Proposicao 3.3.4 Sejam X e Y dois intervalos, entao:
XY =[z,7] - [y, y] = [min{zy, Ty, 2y, Ty}, max{zy, Ty, 27, Ty}

Propriedades Algébricas da Multiplicacao em IR: Sejam X, Y, Z € IR entao:

e Associatividade: X - (Y -Z) = (X -Y) - Z;

e Comutatividade: X - Y =Y - X

Elemento Neutro: Seja 1 = [1;1], entdo X -1=1-X = X;

Sub-distributividade: X - (Y +2) C (X -Y) + (X - Z).

e« X-0=0-X=1[0:0].

Exemplo: Dado X = [-2; —1], B = [2; 3], entdo:
XY =[-2-1] (23]
= [min{(=2)- (2),(=2)-3, (1) -2, (~1) -3}
maz{(=2) - (2), (=2) -3, (1) -2, (1) - 3}]
= [min{—4, —6, -2, —3}; max{—4, -6, —2, —3}]
= [—6;—2].
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3.3.5 Multiplicacao por um Escalar

Definicao 3.3.5 O produto escalar a por ujm intervalo X denotado por X.a € definido
por X.a ={ax:z € X}

Proposigao 3.3.6 X -a = [min{z-a,T-a};max{z a,T - a}

Exemplo: Seja X = [—0,024;0] e a = 0, 2, entdo:
X-a =[-0,024;0]-0,2
= [min{((—0,024) - 0,2),(0-0,2)};
maz{((—0,024) - 0,2),(0-0,2)}]
= [min{—0,00480}; max{—0,00480}]
[—0, 0048; 0].

3.3.6 Divisao em IR

;7] € IR tal que 0 ¢ Y entdo:

Proposigao 3.3.7 Sejam X = [2;7],Y = [y
T+yhmar{s 7,2 +y,T+7,T+ Yy}

XY =[min{z+7y,2+yT+7,

Exemplo: Sejam X = [1.2;1.35],Y = [0.12;0.26], entdo:
X =Y =[1.2;1.35] = [0.12;0.26]
= [min{(1.2 = 0.12), (1.2 = 0.26), (1.35 = 0.12), (1.35 = 0.26) };
maz{(1.2 =+ 0.12), (1.2 = 0.26), (1.35 = 0.12), (1.35 = 0.26)}]
= [min{10; 4.61538462; 11.25; 5.19230769};
max{10; 4.61538462; 11.25; 5.19230769}]
= [4.61538462; 11.25].

3.3.7 Distancia entre Intervalos

Definicao 3.3.8 Sejam X e Y dois intervalos, entdo a distincia do intervalo X ao

intervalo 'Y € definida por:
dist(X,Y) = dist([z, 7], [y, ¥]) = maz{|z — y|; |7 — [}
Observe-se que, considerando que a distancia usual nos reais é dada por d(z,y) = |z—y],

a distancia entre dois intervalos é a maior distancia (real) entre seus extremos. Esta

defini¢do é da distancia de Moore [Moo66].
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3.3.8 Ponto Médio de um Intervalo

Definicao 3.3.9 Seja X = [z,7] € IR. O ponto médio do intervalo X denotado por

T =med(X) € o nimero real definido por:

3.4 Funcoes Intervalares

3.4.1 Produto Cartesiano Intervalar

Definicao 3.4.1 Sejam X,Y conjuntos nao vazios, formados por elementos inter-
valares. O produto cartesiano € o conjunto de todos os pares ordenados intervalares
onde a primeira coordenada € constituida por elementos do conjunto X e a sequnda
coordenada é constituida por elementos do conjunto Y, ou seja: X xY = {(z,y)/x €
X,yeY}

Exemplo: Sejam X = {[1;
XxY = { ([154],[0;2]), (
([5: 6], [8; 9]), (

4], [5; 6],
1; 4], [8;
0]

L0} e Y = {[0;2],[8; 9]}
; [0;
]'7 7[

(15:61, [0: 2).
), (1501, 8:91))

-
9

[ );
052

- ]

3.4.2 Funcao Intervalar

Definigao 3.4.2 Seja F' : X — Y uma fungdo. Se X = Dom(F) C IR e Cod(F) C

IR, entdo dizemos que F' é uma func¢ao intervalar de uma varidvel intervalar.

Exemplo: F': IR — IR onde F(X) = [0,23;1,366] - X + [0,2154;0, 21654]

3.4.3 Imagem Intervalar de uma Funcgao Real

Definicao 3.4.3 Sejam f uma funcdo real de varidvel real, X um intervalo tal que
Ve € X, x € Dom(f). Definimos a imagem da fun¢do f em X como o conjunto

determinado por:

I(f; X) ={f(x)/z € X}

Se f € continua para todo ponto x € X, entdo Z(f,X) é um intervalo [SB04/
Esta ¢ uma maneira natural de definir funcoes intervalares a partir de fungoes reais

(continuas). Ou seja se f € uma fun¢do real ndo assintdtica T € uma fungdo intervalar
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Exemplo: Seja f(z) =1—¢€" e X =[2;3] C IR = Dx>(U) entdo:
T [2:3) = {f(x)/z € [2:3]}
={l—-¢e"/z € [2;3]}
= [min{l — e /z € [2;3]}; max{l — " /x € [2;3]}]
= [—19.085537, —6.389056].

Proposicao 3.4.4 Se f é continua no intervalo X entdo:
I(f; X) = [man{ f(z)/z € X};max{ f(z)/x € X}]

Corolario 3.4.5 Se f: R — R € continua e monotdnica crescente entao:

I(f, X) = [f(@); f ()]

3.4.4 Funcao Projecao a Esquerda

Definigao 3.4.6 A funcio II;: IR — R definida por: 11;([a,b]) = a € chamada de

projecao a esquerda.

Exemplo: II;([2;3]) = 2

3.4.5 Funcao Projecao a Direita

Defini¢ao 3.4.7 A funcio 1I,:-IR — R definida por: Tly([a;b]) = b é chamada de

projecao a direita.

Exemplo: II5([2;3]) = 3

3.4.6 Funcao Semi-Intervalar
Definicao 3.4.8 Uma funcao F' é chamada de Semi-intervalar se F' : R — IR ou

F IR — R. no primeiro caso é chamada de funcao semi-intervalar a direita e no

sequndo de funcdo semi-intervalar a esquerda.

Exemplo: Funcao semi-intervalar a esquerda
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+1 Sez+7>0,X,;=[z;7] €IR,
F(X) =

0 em caso contrario.

Exemplo: Seja Sign:IR — R a func¢ao definida por :

+1 Sez >0,
sign(X) =40  Sez<0<T,
-1 Se 7 < 0.

Sign é chamada de funcao sinal e é uma funcao semi-intervalar a direita

3.4.7 Funcao Semi-Intervalar Minima

Definigao 3.4.9 Seja a funcao FIIR — IR. A funcio fnm @ IR — R definida

PO7: frnin(X) = 1 (F(X)) € chamada de fun¢do semi-intervalar minima de F.

3.4.8 Funcao Semi-Intervalar Maxima

Definicao 3.4.10 Seja a funcao FIIR — IR. A funcio f.. : IR — R definida

P07 frnaz(X) = o (F(X)) € chamada de fungdo semi-intervalar mdzima de F.

3.4.9 Funcao Real Minima

Definigao 3.4.11 Seja FIIR — IR. A fun¢ao frmin : R — R definida por: frmin(x) =

I, (Fx; z]), € chamada de fung¢do real minima de F.

3.4.10 Funcgao Real Maxima

Definigao 3.4.12 Seja F:IR — IR. A fun¢do frme: : R — R definida por: frmaes(x) =

Iy (Fx; z]), é chamada de fungdo real mdzima de F.

3.5 Continuidade

Teorema 3.5.1 Seja uma funcao intervalar F:IR — IR é continua (Na topologia de

Moore) se e somente se ezistem fungées continuas f; : IR — Ref; : IR — R tais que
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VX € IR, F(X) = [fi(X); fs(X)].
Portanto f;(X) = fs(X) para cada X € IR.

Teorema 3.5.2 Seja F uma funcao semi-intervalar o direita. F € continua se e so-
mente se eristem funcdes continuas f; : R — R tais que Vo € R, F(x) = [fi(x); fs(z)].
Prova: Em [Sil02]

3.6 Derivadas de Funcoes Intervalares

Definic¢ao 3.6.1 (Derivada Intervalar) Seja F : IR — IR, tal que as fungées reais
minima e mdrima sao derivdveis. Dizemos que a derivada de F em relacao da varidvel
X € 1R € a fungao intervalar F' : IR — TR definida por:

F'(X) = [mind{{fpmin () /2 € X} U{fhaa() /2 € X}};
AT {{ fipmin ()7 € X} U{f () /2 € X}}]

Definig¢ao 3.6.2 (Funcao Intervalar Derivdvel)
Seja F' : IR — IR € dita derivdvel no intervalo X = [2;7], se Vo € X a derivada

intervalar for definida.

Definig¢ao 3.6.3 (Derivada da Func¢do Semi-Intervalar Esquerda)

Seja F' uma funcao semi-intervalar a esquerda. Dizemos que a derivada de F' em
relacao a uma varidvel X € IR é a soma das derivadas reais em relacao a todos os
x € X que sdo significantes no cdlculo da fun¢do F(X).

Ezemplo:




Capitulo 4

Redes Neurais Intervalares

4.1 Introducao

O usuério nao pode afirmar a exatidao da resposta estimada sem o auxilio de uma
analise de erro, que é extensa, dispendiosa e nem sempre vidvel. No entanto, a
matematica intervalar busca dar suporte a estes problemas. A importancia das re-
des neurais adicionando a matematica intervalar é a necessidade atual de existirem
ferramentas que estejam preparadas para trabalhar com dados intervalares além de
garantir uma minimizagao dos erros nos processos computacionais das RNA. Este fato

inspirou varios trabalhos nesta linha de pesquisa.

Serao apresentados na primeira parte deste capitulo alguns trabalhos pesquisados
na area de redes neurais intervalares como uma revisao bibliografica que deu inicio ao
nosso trabalho. Na segunda parte deste capitulo é apresentada uma definicao para as
redes neurais intervalares e é definida uma estrutura para o neuronio intervalar que
usaram as redes neurais intervalares propostas. Sendo nosso trabalho focado em redes
neurais Perceptron Intervalares, sera dedicado o capitulo seguinte para a explicagao
delas.

4.2 Revisao Bibliografica

Utilizar a computacao intervalar com as redes neurais artificiais nao € uma abordagem
nova, foram apresentados varios outros trabalhos além do nosso. A seguir sao discutidos

alguns deles.
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4.2.1 Intervalos para Representacao do Conhecimento

No ano 1991, foi apresentado um trabalho na area de redes neurais intervalares intitu-
lado An extension of the BP-algorithm to interval input vectors-learning from numerical

data and expert’s knowledge |Tan91|.

O objetivo deste trabalho foi a extensao do algoritmo BackPropagation para uma
rede neural que tenha como entrada vetores com dados intervalares. A rede proposta

faz um mapeamento de entradas intervalares a uma saida intervalar.

Neste artigo foi proposta a representacao do conhecimento, de um especialista, com
intervalos formando assim o conjunto de dados para treinar a rede neural. O algoritmo
proposto pode ser visto como uma extensao do algoritmo BackPropagation para o

treinamento de redes intervalares.

Foi definida uma funcao de custo, a qual é minimizada usando a idéia do gradiente
para conseguir treinar a rede intervalar de multiplas camadas. Também é estabelecida

uma func¢ao sigmoidal intervalar que é usada como funcao de ativacao.

A principal contribuicao deste artigo foi a definicao de um método de aprendizado
desde o conhecimento do especialista representado em intervalos. E feita uma compara-
¢ao da rede neural intervalar proposta com a rede pontual aplicadas em dois exemplos.
Para poder treinar as redes neurais tradicionais com o conjunto de dados intervalares,
o autor utiliza os extremos de cada intervalo e forma a base deles o conjunto de treina-
mento para a rede neural tradicional. Foi mostrado que a rede neural intervalar para

o mesmo conjunto de dados é melhor na separacao das classes.

A principal diferenca deste trabalho com o nosso, é que as redes neurais intervalares
que serao propostas nesta dissertacao utilizam pesos intervalares, detalhe que faz com

que o algoritmo de treinamento seja diferente.

Um segundo trabalho nesta linha foi o intitulado Interval-Arithmetic-Based Neural
Networks, [INO1|. Nele foram abordados os vetores de dados intervalares como entradas
para redes neurais. Cada intervalo da entrada gerado pelo conhecimento de um espe-
cialista, entao os intervalos sao construidos com base nas regras e ¢ obtido o conjunto
de treinamento com dados intervalares e dados reais, onde cada dado real é visto como
um intervalo degenerado. Os intervalos sao também utilizados para completar padroes
de dados que faltam onde sao substituidos por seu dominio intervalar. Segundo o autor,

o teste na rede gera bons resultados e todos os padroes sao bem classificados.

Neste trabalho é apresentado o algoritmo de aprendizado para as redes MLP, mas
nao considera uma estrutura intervalar da rede, além disso, o dominio de uma variavel

pode ser todo o conjunto R sendo impossivel a entrada desse "tipo"de intervalos.
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4.2.2 Intervalos para a Representacao de Dados incompletos

Outra contribuicao na area de redes neurais intervalares é o trabalho intitulado Han-

dling uncertainty in neural networks: An Interval Approach [Sim96].

Neste trabalho, os dados incompletos de um conjunto de dados sao representados
com intervalos. E proposto uma estrutura para uma unidade de processamento nas re-
des neurais chamada de célula intervalar incluindo a defini¢ao de sua fun¢ao de ativacao
e propriedades dinamicas do modelo. Em resumo, este trabalho tem dois objetivos: o
algoritmo deve decrementar o total de incerteza da informagao na rede o qual significa
decrementar a largura dos intervalos dos pesos e a combinagao dos intervalos para o

qual introduze-se relagoes de ordem em IR.

Embora neste trabalho seja definida a estrutura de uma rede neural intervalar de
varias camadas, nao existe uma definicdo especifica de como esta rede poderia ser
treinada. Isto é importante ressaltar porque o maior problema ao fazer uma recon-
strucao das redes neurais para intervalos é a definicao dos algoritmos de aprendizado

que podem ser aplicados.

4.2.3 Meétodos de Trabalho com Dados Intervalares

Dado que as redes neurais tradicionais nao tém a caracteristica de trabalhar direta-
mente com dados intervalares, foram propostos métodos para dar um pré-processamento
aos dados intervalares de tal forma que as redes neurais tradicionais consigam manipulé-

los, um exemplo destes trabalhos é o artigo intitulado Multilayer Perceptron on Interval
Data [FB02].

O objetivo principal deste artigo foi propor alternativas de solucao quando se tem
um problema que possui entradas intervalares, assim, sao propostos varios métodos
para processar estes dados e logo sao comparados. O primeiro método é chamado de
“Método de Valores Extremos”, o qual é a forma mais simples onde cada intervalo de
entrada na rede é transformado em um par de nimeros reais tomando o infimo e o
supremo de cada intervalo ou o valor médio e a distancia entre os limites do intervalo,
assim com n intervalos de entrada o conjunto de entradas agora tem 2n entradas de
tipo real. Neste método nao é considerado a filosofia dos intervalos, o que significa
que o novo conjunto de entrada nao necessariamente vai representar o problema a ser
solucionado. Além da perda de informac¢do no conjunto de dados nao existe controle
dos erros nos processos computacionais. Mas o autor comenta que uma melhor solugao

pode ser encontrada aplicando a matematica intervalar de Moore.
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O segundo método é chamado de “Método Probabilistico”, onde cada intervalo é
visto como um conjunto de niimeros onde cada um deles tém a mesma probabilidade
de ser escolhido, entao existe uma probabilidade uniforme dentro do intervalo, assim é
escolhido um ponto qualquer ou um subconjunto de nimeros de cada intervalo. Neste
segundo método, os pontos que formam o conjunto de dados para treinar a rede neural
nao necessariamente representam o problema a ser solucionado e nao existe garantia de
que a solucao encontrada seja correta além de multiplicar o tamanho do conjunto de
treinamento sem ganho algum. Na comparacao dos métodos é concluido que este tipo
de dados podem reduzir a qualidade do resultado nas redes MLP. O problema pode ser

ocasionado pela falta de representatividade do conjunto de treinamento usado.

4.2.4 Outros Algoritmos Reconstruidos para Intervalos

Nas redes neurais tradicionais existem varios métodos para treina-las, um deles é o
método de Newton o qual foi reconstruido para trabalhar com intervalos no artigo
intitulado On Interval Weighted Three-layer Neural Networks [BBAK'98].

Neste trabalho, igualmente aos demais foi apresentado o problema de se ter dados
intervalares na entrada, mas aqui também existe uma preocupacao pelos problemas
ocasionados pelos erros no processamento computacional. Baseado no trabalho apre-
sentado em [KS93| onde explica que os valores de entrada e saida de uma rede neural
nao necessariamente coincidem com a funcao sigmoéide o problema é encontrar os valores
dos pesos nas redes neurais como um sistema de equagoes da forma F(X7 W, V) = TV.

Entao é proposto o algoritmo Interval Newton/Generalized bisection Algorithm.

4.3 Redes Neurais Intervalares

Definicao 4.3.1 Toda rede neural é chamada de intervalar se alguns ou todos os seus

conjuntos de entradas, saidas e pesos sao valores intervalares.

Assim uma rede neural intervalar é um modelo conexionista formado por unidades
de processamento unidas por enlaces representados por intervalos. Portanto como nas
redes neurais tradicionais, as redes neurais intervalares também podem ser classificadas

pelo nimero de camadas, pela forma das conexoes de seus neuronios, etc.
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Figura 4.1: Neuronio Intervalar

4.3.1 Neuronio Intervalar

O neurdnio intervalar é baseado no modelo do neurénio de McCulloch e Pitts proposto
em [MP43]. O neurénio intervalar é a unidade de processamento das redes neurais
artificiais intervalares (RNAI). Este neurdnio intervalar recebe entradas intervalares ou

reais e as processa obtendo uma saida. Este processamento é feito através de 3 fungoes:

e Funcao Normalizadora: Esta fungao analisa a natureza da entrada e normaliza

os dados para intervalos.

e Funcao de Juncao: Tem a mesma funcdo de juncao nos neurénios das redes
tradicionais, compoe de forma linear os sinais de entrada pelos seus respectivos

pesos sinapticos.

e Funcao de Ativagao: Sao fungoes IR — R, continuas e derivaveis intervalarmente.

Um neurdnio intervalar junta-se a outro neurdnio para construir uma rede neural in-
tervalar. O peso das conexodes entre neurdnios estd definido por um niimero W € IR.

A figura 4.1 apresenta a estrutura do neurdnio intervalar baseada no neurdnio de
McCulloc-Pitts.



Capitulo 5

Redes Neurais Perceptron Intervalares

Monocamada

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos as Redes Neurais Perceptron Intervalares (RPI) de uma
camada com aprendizado Supervisionado. A importancia deste tipo de redes é a neces-
sidade atual de existirem ferramentas que estejam preparadas para trabalhar com dados
intervalares além de garantir uma minimizacao dos erros nos processos computacionais

das RNA.

Os trabalhos apresentados no capitulo anterior sao uma amostra da preocupacao
de muitos pesquisadores em tentar solucionar através das redes neurais problemas que
contenham dados intervalares garantindo computacoes com tolerancia ao erro. Assim,
esta dissertacao tenta contribuir com a solucao de parte dos problemas e limitacoes
das redes neurais tradicionais para com dados intervalares. Sao propostas defini¢oes,
estruturas e algoritmos para o que chamamos Redes Neurais Intervalares no caso es-
pecifico redes neurais intervalares com aprendizado supervisionado baseadas nas redes

neurais Perceptron.
5.2 Rede Neural Perceptron Intervalar de uma Ca-
mada

A Rede Perceptron de uma camada é a forma mais simples de uma RNA usada para

classificacdo de padroes linearmente separaveis, ou seja padroes que estdo em lados
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Figura 5.1: Rede Neural Perceptron Intervalar

opostos de um hiperplano. A forma mais béasica consiste de um tinico neurénio com

pesos sindpticos ajustéveis e uma polarizagao(bias).

A Rede Neural Perceptron Intervalar de uma camada é baseada na Perceptron de
Rosemblatt e da mesma forma é a maneira mais simples de uma RNAI. Esta formado
por neurdnios intervalares organizados em uma simples camada que processa as n

entradas em m saidas, onde m é o nimero de neurénios na sua camada.

Uma rede Perceptron Intervalar com um tnico neurdnio é limitado ao reconhec-
imento de duas classes, que podem ser codificadas como 0 e 1. Para este neuronio

pode-se usar a funcao de ativacao da equacao 5.1.

O processamento de aprendizagem no Perceptron Intervalar é feito com continuas
modificagoes de seus pesos e bias para se ajustar ao conjunto de treinamento. Assim o
espaco dos intervalos é dividido pela separagao das classes e cada intervalo pertence a

classe onde estd a maior area dele segundo a equagao 5.1.

+1 Sezxz+7>0,X;=[z,7] € R,
Yy = . (5.1)
0 Caso contréario.

A rede Perceptron intervalar é apresentada na figura 5.1. Os neurdnios estao inter-
conectados, cada uma das interconexdes entre neurénios é representado por um inter-

valo que contém o peso com que esses neuronios se relacionam.



5. Redes Neurais Perceptron Intervalares Monocamada 44

5.3 Algoritmos de Aprendizagem na Rede Perceptron

Intervalar de uma Camada

5.3.1 Algoritmo Base

A rede Perceptron Intervalar tem que passar por um treinamento para extrair conhec-
imento através de um conjunto de dados. Cada neur6énio computa e envia sua saida

que indicara qual neurénio sera ativado.

Utilizando a matematica intervalar apresentada no capitulo 3 sao obtidas as saidas
e é feita a correcao dos pesos baseado nos erros obtidos comparando a saida desejada
com a saida da rede. O processo de aprendizado na rede Perceptron Intervalar termina
quando o erro em todos os padroes é menor que um limiar. Na tabela 5.1 é descrito o

algoritmo usado para treinar as redes Perceptron Intervalar de uma camada.

5.3.2 Algoritmo da Regra Delta Intervalar

A regra delta ou chamada também de algoritmo LMS(Least Mean Square) junto com
o modelo Adaline foram propostos por Widroff e Hofff WH60|. Este algoritmo é impor-
tante porque é a base do algoritmo chamado de regra delta generalizada usado para a

correcao dos pesos em redes neurais de miltiplas camada.

Igual as redes neurais tradicionais, as redes neurais intervalares de uma camada tém
limitacoes em relacao ao tipo de problemas que podem resolver, assim se faz importante
reconstruir outros algoritmos para outras arquiteturas de redes intervalares. Um passo
fundamental para chegar ao algoritmo de aprendizado das redes neurais de multiplas

camadas é a reconstrucao do algoritmo da regra delta que seré apresentado nesta segao.

A regra delta intervalar é aplicada a uma rede neural intervalar com uma arquitetura
com uma tnica camada de neurdnios. Este modelo mapea do espaco dos intervalos IR

ao espaco dos reais R usando uma funcao de ativacdo como mostra a equacao 5.2

y=r (V) =1 (5-2)

O objetivo deste algoritmo é a minimizacao de uma funcao de custo dada pelo erro
médio quadratico cometido no reconhecimento dos padroes intervalares apresentados
a rede modificando os pesos das conexdes com o método do gradiente.
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Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

Passo 5

Passo 6

Iniciar dos Pesos e Bias

Iniciar o conjunto de pesos e bias com intervalos
aleatorios pequenos para W;; (0 <i < N —1), 6,
e (Wi — w,;) € minimo.

Apresentar um padrao de entrada [X, d]

X é o conjunto de dados de entrada que representa
o padrao e d é um vetor binario que codifica a
classe a qual pertence X.

Normalizar o conjunto de dados de entrada X para
intervalos, o qual sera:

Xi= ([20750]7 [zpfl]? e [gn—bffb—l])'

Calcular a saida da rede para a entrada X

oi1) = (32 W)X,(0) — 6)

fn € a funcao de ativacdo intervalar, o calculo é
feito pela equacao 5.1

Adaptacao dos Pesos

Wi(t + 1) = Wi (t) + nld(t) — y(t)]X;, onde 0 <
i< N-—-1

d(t) =

+1 Se a entrada é da classe A,
0 Se a entrada é da classe B.

n € o coeficiente de aprendizado menor que 1 e d(t)
é a saida desejada para a atual saida. Se a rede
faz a decisao correta, entao os pesos nao mudam.
Repetir desde o passo 2

Tabela 5.1: Algoritmo de Aprendizagem na Rede Perceptron Intervalar
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A regra Delta intervalar é semelhante ao algoritmo do Perceptron Intervalar, esta
regra também minimiza o erro cometido na saida da rede em relagao aos valores de-
sejados d; pertencentes ao conjunto de treinamento. Assim a funcdo de custo a ser
minimizada é definida pela equacgdo 5.3 onde p representa o niimero de neurdnios na
camada de saida, y; é a saida da funcao de ativacdo em cada um dos neurénios dada
pela equagao 5.2. A fungao de ativacao esta definida em base a V; que representa a
saida da funcado juncao intervalar de cada um dos neurénios na camada de saida dada

pela equacao 5.4.

N | —

> Z (dj — y] (5.3)

W;; X; + B; (5.4)

=1

O gradiente negativo que indica a dire¢ao onde estd o ponto minimo da func¢ao de
custo, é calculado usando a defini¢do 3.6.3 do capitulo 3. Assim pela equacdo 5.3 a

derivada em relacao ao W;; é a seguinte:

Oe Oe Oy,
A g == — J
© c%h] 8yj GWZJ
entao: 5
e
i d.
ayﬂ ( J y])

logo, a equagao 5.2 poderia ser reescrita como:

1 n ‘ n
i=1

=1

Para o calculo da fungao V; em relacao a um W;; especifico existem quatro possi-
bilidades para o infimo do intervalo resultante e quatro para o supremo do intervalo

resultante que sao:

1. Para o infimo

i—1 n

k=1 m=t+1

1—1 n
= inf (Z Wi Xi + Bj> + (Wyjz; +b;) +inf ( > WX + Bj> , (5.6)

k=1 m=1+1
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i—1 n

k=1 m=t+1

i—1 n
v; =inf (Z Wi X + Bj) + (Wi Ti + b;) +inf ( Z W Xom + Bj) - (5.8)

k=1 m=i+1
2. Para o supremo

i—1

T; = sup Z Wi Xy, + B | + (wy;z; 4 b;) + sup ( Z Win Xom + Bj> , (5.9)

k=1 m=i+1

i—1 n
U; = sup Z Wi Xy + B; +(@z’j£i+5j)+3u]9 Z Wi Xom + Bj |, (5.10)
i—1 . n
U; = sup Z Wij X + Bj | +(w;;Ti+bj) +sup Z WinjXm + Bj |, (5.11)
i—1 . n
U = sup Z Wi Xy + Bj | +(wi;T; +bj) + sup Z WinjXm + Bj | . (5.12)

k=1 m=i+1

Assim, pela definicao 3.6.3 o calculo da derivada de y; em relacao a W;; é dado pela
dy; 1 [0v; Ou;
=—|=—+ = 5.13

onde w € Wj;, v é escolhida entre as equagoes 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 e U; é dado por uma
das equacoes 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12 dependendo do sinal de W;; e X,
Logo

equagao 5.13.

 Oe vi(w) + U5 (w)
Be= g = ~(dy =y L

(5.14)

O algoritmo para treinar uma rede neural intervalar de uma camada pelo algoritmo

da regra delta intervalar é apresentado na tabela 5.2

5.4 Analise Experimental do Desempenho da Rede

Perceptron Intervalar com o Algoritmo Base

Conforme a secao 2.6 do capitulo 2 o processo do treinamento de uma rede neural é
extremamente dependente de diferentes fatores como a disponibilidade das caracteris-

ticas nos dados, parametros significativos no processo, etc. No processo de treinamento
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1. Inicializar todos os pesos W;; e bias B; com intervalos
aleatorios pequenos para (w;; — w,;) é minimo.
2. Repetir

- Apresentar um padrio de entrada [ Xy, di]

X € um vetor de intervalos que representam o padrao k. dj
é a saida desejada e estd formada por niimeros reais

- Calcular a saida da rede para a entrada X}

N-1
Y = Jn (Z Wi;(8) X (t) + Bj)

i=0
fn € a funcao de ativagao intervalar e o calculo é feito pela
equacao 5.2. X; é um elemento do padrao de entrada X, e n
¢ o nimero de entradas para cada padrao.
- Calcular o erro cometido e, para o padrao k£ com a equacao
5.3
- Correcao dos Pesos e bias
Wi;(t+1) = Wi;(t) —nAe, onde Ae é dado pela equagio 5.14.

71 € o coeficiente de aprendizado menor que 1 e maior que 0.
M

, 1 e
3. Até que i ; er seja minimizado.

Tabela 5.2: Algoritmo da Regra Delta Intervalar para Redes Neurais Intervalares de
uma Camada

1. Gerar n niimeros reais aleatorios entre 0 e 1 que serao a base
dos novos n niimeros intervalares.

2. Para cada nimero x gerado anteriormente, gerar 2 ntimeros
aleatorios entre 0.1 e 0.111 que chamaremos de incrementos

3. Logo, ao nimero z somar um dos incrementos e subtrair o
outro incremento, obtendo assim um nimero intervalar.

4. Repetir o processo para os n nimeros.

Tabela 5.3: Processo para Gerar um conjunto de dados com n nimeros Intervalares
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da rede Perceptron Intervalar, o coeficiente de aprendizado e a tolerancia do erro sao
alguns dos parametros que vao influenciar diretamente no desempenho da rede. As-
sim, o objetivo desta secao é fazer uma analise da influéncia destes parametros na
rede Perceptron Intervalar comparando-os com a influéncia destes parametros na rede

Perceptron pontual.

Para poder fazer uma analise, foram criados (tabela 5.3) 80 conjuntos de dados in-
tervalares experimentais linearmente separaveis para treinar uma rede neural intervalar
com um s6 neurdnio de saida. Dado que a rede Perceptron tradicional nao consegue
trabalhar com estes dados intervalares, foi usado o método probabilistico proposto em
[FB02| (onde explica que para trabalhar com as redes neurais tradicionais com dados
intervalares, escolhe-se um representante de cada intervalo entao é formado um con-
junto de niimeros reais em base ao conjunto de niimeros intervalares). Assim o conjunto
de dados reais é igualmente separavel e serd usado para treinar uma rede neural pontual

com uma estrutura equivalente a estrutura da rede Perceptron Intervalar.

Os conjuntos de dados (intervalar e real) utilizados para o analise, tem 90 padroes
que foram distribuidos em sessenta padroes para o treinamento e trinta para o teste.
Em cada conjunto de dados, um padrao sera formado por um vetor com duas entradas,
e uma saida que pode ser 1 ou 0 tanto para os dados intervalares como para os dados

reais.

A rede Perceptron tradicional foi treinada e testada 100 vezes (modificando a ini-
cializa¢ao dos pesos) com cada um dos conjuntos de dados reais para uma tolerancia
do erro € = 0 e coeficiente de aprendizado n = 0.2 modificando a inicializacao dos pesos
dado que é aleatoria. A figura 5.2 apresenta a distribuicao do ntimero de épocas para
a rede Perceptron intervalar e para a Perceptron tradicional. Logo, foi visto que para
esta configuragao e com 7 = 0.2, em média o nimero de épocas para a rede perceptron
intervalar foi menor em comparacao com a media do nimero de épocas da rede per-
ceptron tradicional. Para continuar com o estudo foram treinadas e testadas as duas
redes modificando o 7 desde 0.3 até 0.7.

Pelas experiéncias feitas, a rede neural perceptron intervalar precisou de menor
nimero de épocas e o erro no reconhecimento foi similar com o erro na rede perceptron
tradicional. Assim, o melhor resultado foi obtido com o coeficiente de aprendizado de
n = 0.3, onde a média do ntimero de épocas necessario para treinar a rede Perceptron
Intervalar foi de 17.2870 enquanto que para a rede Perceptron tradicional foi 26.7704.
O desvio padrao para a rede Perceptron Intervalar foi de 50.1692 e para a rede pontual
foi de 80.7051. A figura 5.3 apresenta a distribuicao do ntimero de épocas para a rede

Perceptron intervalar e para a Perceptron tradicional com n = 0.3.

Usando os conjuntos de teste, a media do percentagem do erro na classificaciao da
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Figura 5.2: Funcdo de Densidade de Probabilidade para o Numero de Epocas com
n=0.2

rede Perceptron Intervalar com os 80 conjuntos de dados intervalares foi 2.3062% com
n = 0.3 e para a rede Perceptron tradicional com seus respectivos conjuntos de dados
foi de 2.3004% com o mesmo coeficiente, assim é visto que o niimero de épocas é menor
na rede perceptron intervalar e o erro no reconhecimento é semelhante ao erro na rede

perceptron tradicional.

Na tabela 5.4, sao apresentados os resultados comparativos da média do nimero
de épocas que a rede neural intervalar e a rede pontual precisam para solucionar um

problema com os dados experimentais junto com a percentagem do erro.

As experiéncias anteriores foram feitas variando o coeficiente de aprendizado ()
até 0.7. Com um 7 = 0.8 a rede Perceptron Intervalar e a rede Perceptron pontual nao

conseguiam convergir.

As figuras 5.3, 5.4 5.5, 5.6 e 5.7 mostram a fun¢do de densidade de probabilidade
para o nimero de épocas requeridos pela rede Perceptron Intervalar em comparacao
com a rede Perceptron pontual para o coeficiente de aprendizado n = 0.3, n = 0.4,

n=0.5,n=0.6,n=0.7 e com uma tolerancia ao erro ¢ =0 .

O coeficiente de aprendizado (1) faz com que as RNAI venham a convergir mais
rapido ou mais devagar, dependendo do valor. O erro minimo aceitavel também vai
influenciar no treinamento da rede para decidir quando deve parar o processo. Por
isto, estes parametros sao importantes para avaliar o comportamento da rede. Novas

experiéncias foram repetidas mudando a tolerancia do erro e fixando o coeficiente de
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Percep Intervalar. Perceptron Tradicional
T Nam. Epocas % de Erro Num. Epocas % de Erro
0.2 23.2479 1.1012 25.298 1.0208
0.3 17.2870 2.3062 26.7704 2.3004
0.4 25.7477 2.4551 46.6102 2.4309
0.5 26.5243 2.5572 43.781 2.4938
0.6 45.1708 2.5325 62.4529 2.6423
0.7 31.8649 2.4478 46.2234 2.4684

Tabela 5.4: Rede Perceptron Intervalar vs. Rede Perceptron Pontual com 7 Variavel e
e=0.
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e=0 e=1 €e=2
IntervalarNﬁmero de Epocas 17.2870  36.2355 8.3851
Percentagem de Erro  2.3062% 2.0991% 4.3795%
Nimero de Epocas 26.7704  46.1286  8.3179

Percentagem de Erro 2.3004% 2.1431%  4.42%

Pontual

Tabela 5.5: Rede Perceptron Intervalar vs. Rede Perceptron Pontual com e Varidvel e
n=0.3.

aprendizado. Na tabela 5.5 sdo mostrados os resultados do treinamento da RNAI de
uma camada comparando com uma rede pontual com a mesma arquitetura variando o
erro minimo e com 7 = 0.3 fixo.

Pelas experiéncias mostradas nas figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 é visto que
a influéncia do coeficiente de aprendizado(n) nas redes Perceptron Intervalar é maior
que nas redes Perceptron pontuais. Assim, o niimero de épocas necessario para que a
rede Perceptron Intervalar convergia é menor que nas redes Perceptron pontuais com

similar erro no reconhecimento dos padroes.

Para uma visualizacao melhor dos testes feitos até este ponto, na figura 5.8 é
mostrado o resumo da tabela 5.4, onde vemos que existe uma tendéncia do crescimento
no nimero de épocas que as redes neurais Perceptron pontual e intervalar precisam
para convergir, mas o nimero de épocas da rede neural Perceptron Intervalar é sem-
pre menor que nas redes pontuais com uma percentagem de efetividade similar. Na
figura 5.9 apresenta a tendéncia da percentagem do erro no reconhecimento variando

o coeficiente de aprendizado.

5.5 Analise Experimental com o Algoritmo da Regra

Delta Intervalar

Para testar o algoritmo proposto da regra delta intervalar, foram feitos testes similares
aos testes feitos com o algoritmo de treinamento da Perceptron Intervalar. Assim
novamente foram gerados 80 conjuntos aleatérios de dados intervalares para os quais
testou-se o algoritmo. Cada conjunto tem 90 padroes de dados, dos quais foram usados
65% para treinamento e 35% para teste. Para poder treinar uma rede neural com o
algoritmo da regra delta tradicional, foram obtidos 80 conjuntos de dados reais desde

os conjuntos de dados intervalares com o método probabilistico.

Os resultados dos testes feitos com este algoritmo da regra delta intervalar sao
mostrados na tabela 5.6. A rede neural intervalar foi treinada com o algoritmo delta

intervalar e com os conjuntos de dados propostos, logo a rede neural pontual de similar
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R. Delta Intervalar. R. Delta Pontual

Nam. Epocas % de Erro Num. Epocas % de Erro
0.2 4.3477 0.0048 4.3071 0.0041
0.3 3.1708 0.0028 3.1369 0.0018
0.4 3.2063 0.0027 3.1714 0.0018
0.5 2.4986 0.0015 2.4996 0.0030
0.6 2.2544 0.0010 2.2553 0.0020
0.7 3.6574 0.0020 3.6501 0.0010

Tabela 5.6: Regra Delta Intervalar vs. Regra Delta Pontual com 7 Variavel e e = 0.2.

arquitetura foi treinada com a regra delta pontual também foi treinada com os conjun-
tos de dados reais propostos. As redes foram treinadas cem vezes com cada conjunto
de dados (real ou intervalar, dependendo da rede) com um coeficiente de aprendizado
den=02,1n=03,7n=04,17=0.5n=0.6en=0.7 A figura 5.10 é um resumo

dos testes feitos.

Dado um conjunto de pontos, quando uma rede neural de uma camada é treinada
como o algoritmo LMS tradicional, ela tenta tracar uma reta que contenha o maior
nimero de pontos dados. Esta idéia nao é simples quando se tem um conjunto de
dados intervalares porque cada intervalo ¢ um grupo de muitos pontos entao com
certeza o algoritmo LMS intervalar sempre vai deixar alguns pontos intervalares de fora.
Mesmo assim, pelos testes feitos, o nimero de épocas para o treinamento da rede neural
intervalar é igual ao niimero de épocas da rede neural tradicional mas o erro cometido
na rede neural intervalar é maior. Este fato é intuitivo porque nao existe como desenhar
uma reta entre intervalos sem deixar pelo menos um ponto dentro de algum intervalo
de fora. Embora a rede neural intervalar treinada com o algoritmo LMS apresente
um erro maior nos testes, este algoritmo é importante porque a rede neural intervalar
pode extrair conhecimento do conjunto de dados, resultado que serd importante para

a generalizacao deste algoritmo para redes neurais de multiplas camadas.

A figura 5.10 apresenta um resumo do nimero de épocas que precisa uma rede
neural intervalar de uma camada treinada com o algoritmo da regra delta intervalar
junto com o nimero de épocas que precisa uma rede neural tradicional treinada com
a regra delta e a figura 5.11 apresenta a média da percentagem dos erros cometidos
nos conjuntos de teste apresentados a rede neural intervalar e a rede neural tradicional

com diferentes coeficientes de aprendizado.
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5.6 Propriedades de Aprendizagem

Pelas experiéncias feitas com a rede neural Perceptron Intervalar de uma camada pode-
mos supor que a inclusao da matemaética intervalar no processo de aprendizagem da

rede neural, traz consigo vantagens além do controle dos erros.

A rede Perceptron Intervalar avaliada em varios conjuntos de dados, variando os
parametros do treinamento precisou, em média, de um niimero menor de épocas para
treinar, comparando com uma rede Perceptron pontual com a mesma arquitetura. E

visto também, que ela nao perde o poder de generalizagao nos dados.

5.7 Separacao das Classes pelo Perceptron Intervalar

Depois da convergéncia do algoritmo de aprendizado da rede Perceptron tradicional, a
rede posicionard uma superficie de decisdo na forma de um hiperplano entre as duas

classes, se fossem s6 duas entradas este hiperplano seria uma reta.

Depois da convergéncia do Perceptron Intervalar, espera-se estabelecer uma forma
de separacao de classes similar & rede perceptron tradicional, assim podemos formular
duas perguntas, a primeira é: Onde esta a separacdo destas classes intervalares?. Se
os pesos sao quem definem o hiperplano de separacao de classes e os pesos na RPI sao
intervalos, pode-se esperar que a rede intervalar com duas entradas forme uma regiao

de decisao e nao uma reta, mas quem define esta regiao?.

Uma resposta intuitiva para as perguntas formuladas pode ser que a rede Perceptron
Intervalar faca uma divisao das classes por uma reta formada pelos infimos dos pesos

e outra formada pelos supremos dos pesos, tendo assim a regiao procurada.

Para responder as duas perguntas anteriores foi feita uma anéalise desta situacao.
Sera apresentado um problema de classificacao de duas classes a rede Perceptron Inter-
valar com duas entradas e uma saida. O conjunto de dados tem 90 padroes, que serao
divididos 65% para o treinamento e 35% para o teste e com uma taxa de aprendizado
(n = 0.3). Logo que foi treinada a rede, foi apresentado o conjunto de teste, onde
todos os padroes foram reconhecidos corretamente entdo a rede conseguiu posicionar
a regiao que separa estas classes. Se nossa resposta intuitiva anterior estivesse certa
poderiamos fazer o grafico da reta formada pelos infimos e a reta formada pelos supre-
mos para mostrar os resultados da classificacao. A figura 5.12 apresenta o conjunto de
dados com o qual foi treinada e testada a rede junto com as retas dos infimos e supremos
dos pesos que teriam que formar a regiao de decisao da rede e separar corretamente as

classes.
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Analisando a figura 5.12 vemos que se a rede classificou bem todos os padroes do
conjunto de teste, entdo estas duas retas nao poderiam ser as que formam a regiao de
decisao porque pela posicao das retas, a rede nao conseguiu separar as classes.

Logo, para responder as perguntas anteriormente formuladas foram feitos varios
testes com diferentes conjuntos de dados aleatorios sempre linearmente separaveis.
Foram apresentados 80 conjuntos de dados diferentes onde os intervalos que formam
o conjunto de dados nao sdo necessariamente simétricos e treinada a rede Perceptron
Intervalar com a mesma configuracao do primer conjunto de dados proposto. Depois
deste teste foi visto que a reta formada pelos pontos médios dos pesos e bias é uma
referéncia de onde esté a regiao de separacao das classes na rede Perceptron Intervalar.
A figura 5.13 mostra um dos conjuntos que foi usado para treinar e testar a rede junto

com a reta formada pelos pontos médios dos pesos e bias.

Na figura 5.13 vemos que a reta dos pontos médios dos intervalos representaria uma
divisao das classes mas ainda nao sabemos se s6 esta reta é que define a separacao ou
se é uma regiao perto desta reta. Para isto foram feitos novos testes com os conjuntos
de dados anteriores. Depois de treinada a rede com um dos conjuntos anteriormente
descritos e situada a reta dos pontos médios, foi gerado um novo conjunto de testes

com intervalos situados perto da reta dos pontos médios.

Cada padr@o no novo conjunto de teste é da forma: (X,Y) onde X = [z,z] um
intervalo degenerado e Y = [y, 7]. Assim a representacdo de cada um destes intervalos
pode ser vista em R? como uma pequena linha vertical (poderia também se escolher

Y como um degenerado ou que nenhum dos intervalos X,Y sejam degenerados). A



5. Redes Neurais Perceptron Intervalares Monocamada 60

o x—=x Intervalo na regiao A
0.9 u

—— Intervalo na regido B

0.8

0.7

o o
(6, [}

entrada 2

N
N

0.3

0.2

0.1

Ed
e I I I I I bz S| I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

entrada 1

%

Figura 5.13: Conjunto de Dados Intervalar e Reta dos Pontos Médios dos Pesos

idéia é ter algum intervalo que situado préoximo da reta de separacao das classes ou que
intercepte a reta. A figura 5.15 e a figura 5.14 apresentam duas situagoes observadas
nos novos testes: a primeira situagao é que nenhum dos intervalos do conjunto de teste
intercepta a reta, a segunda situacao ¢ que alguns dos intervalos do conjunto de teste
intercepta a reta dos pontos médios.

Na situacao da figura 5.14 vemos que todos os padroes do novo conjunto de teste
foram classificados corretamente entao poderiamos inferir que a separacao das classes
é dada pela reta dos pontos médios dos pesos. Porém, observando a figura 5.15 vemos
que alguns intervalos que segundo a reta tinham que ser classificados de uma classe,
foram classificados da outra classe entao esta reta nao necessariamente representa a
separacao das classes, pelo que concluimos que existe algum fator mais que decide
na classificagao ou em caso contririo que esta reta nao mostra a separacao de classes
da rede Perceptron Intervalar. Para abordar este novo questionamento foi feito uma
analise matematica do processo da rede com o que podemos enunciar o teorema a

seguir.
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Teorema 5.7.1 Separacdo das Classes

Dado uma rede Perceptron Intervalar com um tunico neurdnio e duas entradas.
Wi, Wy sao pesos intervalares, B € o bias intervalar, S € a saida da func¢do junc¢do
do unico neuronio e X1, Xy as entradas para a rede Perceptron intervalar. Depois que
o algoritmo de aprendizado para a rede Perceptron Intervalar converge, € posicionada
uma regido de decisao a qual tem esta situada perto da reta formada pelos pontos médios
das conexdes intervalares (pesos) e das entradas intervalares. Assim pode-se dizer que
a reta € uma referéncia da posi¢ao da regigo de decisao. A equacdo desta reta é dada
por:

Wy Ey + Wody + b+ C

onde para qualquer intervalo K, k representa o ponto médio do intervalo e C € uma

variacao que depende do sinal dos intervalos. Esta variacao pode ser uma das sequintes

opgoes:
+ <A1(£1 —T) | Bel@s - M) , (5.15)
2 2

+ (A2( — %) Al(ml{ xl)) , (5.16)
+ ( Vi 5522_ xz)) , (5.17)
+ <A —2_ x2)) , (5.18)
+ (Al LT Am) (5.19)

Az, —
+ ( ! xl 7 A2x2) , (5.20)
i(Al.CEl + AQZ’Q), (521)
:]:(Aljfl - AQZ%Q). (522)
Se sign(Wy) = 0 entdo uma das quatro equacdes a sequir serd escolhida como

referencia da separagdo das classes sequndo sign(Xy) é 1, -1 ou 0.

o A e
W1 Ty + Walg + b+ (M) : (5.23)
y A —T
W2, + WoTy + b+ (M) : (5.24)
U Ty + Wads + b+ Aok, (5.25)

zblgl + Zbg.i\fg + B + Agfg. (526)
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Se sign(Wy) = 0 entdo a reta da separagdo das classes poderd ser:

. Az —T
’qulff'l + TI)2£2 + b+ (w) , (527)
v A -7
Wi + WeTy + b+ (M) , (5.28)
1\[11.7\:'1 + ’L\[)2£2 + E + Al.T\:'l, (529)
Wy dy + WoTy + b+ Ay (5.30)

Se sign(W1) = 0 e sign(Ws) = 0 as equacdes anteriores vao se combinar.

Proof: A prova é apresentada no apéndice A

Assim, nesta se¢ao podemos concluir que a rede Perceptron Intervalar situa uma
regido de separagao das classes proxima a reta formada pelos pontos médios dos pesos
intervalares. Além disso, esta regiao vai depender muito da largura dos intervalos das
entradas a rede. Dado que a largura dos intervalos representa imprecisao, a rede per-
ceptron intervalar é um reflexo dessa imprecisao dado que em quanto maior imprecisao

nos dados, maior sera a separacao das classes intervalares.



Capitulo 6

Redes Neurais Perceptron Intervalares

de Multiplas camadas

6.1 Introducao

Igual como nas redes neurais tradicionais, as redes neurais intervalares de uma camada
estao limitadas em quanto ao tipo de problemas que podem solucionar, assim, se faz
necessario propor as redes neurais intervalares de miiltiplas camadas. Neste capitulo
apresentaremos as Redes Neurais Perceptron Intervalares (RPI) de miltiplas camadas

com aprendizado Supervisionado.

Em alguns dos trabalhos apresentados no capitulo 4 ja sao vistas as redes inter-
valares de miltiplas camadas. Neste capitulo tenta se propor uma rede perceptron
intervalar de miultiplas camadas diferente das propostas até agora existentes e se fara

uma analise do treinamento e comportamento desta rede.

6.2 Rede Neural Intervalar Perceptron de Miiltiplas

Camadas

Da mesma forma que nas redes neurais tradicionais Perceptron de uma camada as
redes neurais Perceptron intervalar de uma camada sé conseguem modelar problemas
linearmente separaveis, esta foi uma limitacao nas redes neurais tradicionais e é uma
limitacdo nas redes neurais intervalares. Assim, é necessario reconstruir o modelo

tradicional para as Redes Neurais Perceptron Intervalar de multiplas camadas.
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Entradas

Figura 6.1: Rede Neural Perceptron Intervalar com uma Camada Escondida

A Rede Neural Perceptron Intervalar de Multiplas Camadas tem como base a rede
Perceptron Intervalar de uma camada. Assim, esta rede estd formada por varias ca-
madas onde sao ordenados os neur6nios intervalares e conectados aos neurénios da
seguinte camada. Os neuronios de uma camada processam a informacao dada pelas
suas entradas e enviam uma resposta que sera a entrada para a camada seguinte ou seré
a saida da rede dependendo se estamos na tltima camada ou em camadas prévias. A
figura 6.1 € um exemplo da arquitetura da rede Perceptron Intervalar com uma camada

oculta.

A rede neural intervalar Perceptron de multiplas camadas tem nas suas entradas
um conjunto de dados intervalares ou nao intervalares que representam caracteristicas
de algum objeto e na sua saida um conjunto de niimeros reais correspondentes aos
dados de entrada. Esta rede estd formada por neur6nios intervalares os quais fazem
um mapeamento camada a camada de IR — R, assim alguns exemplos de func¢oes de
ativacao que podem ser usadas nestes neuronios sao funcao descrita pela equagao 5.2
que usa saidas reais (vista como uma fungéo linear) e a func¢ao dada pela equacgao 6.1

que limita as saidas da rede entre 0 e 1.

1

yk(Vk) = m (6-1)

O treinamento desta rede intervalar de miltiplas camadas é feito com a modificagao
dos pesos por sucessivas atualizacoes a fim de minimizar uma superficie do erro. Assim,
o algoritmo reconstruido para o treinamento desta rede neural intervalar é a regra delta

intervalar generalizada que é descrita na secao seguinte.
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6.3 Regra Delta Intervalar Generalizada

A regra delta generalizada, também conhecida por algoritmo de retro-propagacao
[dABdOO00] foi usada para treinar redes neurais de miltiplas camadas, baseada em
este algoritmo, outros algoritmos foram derivados tentando superar algumas deficién-
cias do algoritmo base. A regra delta tradicional foi reconstruida para poder treinar
uma rede neural intervalar de uma camada, assim em base a este algoritmo, também
foi reconstruido o algoritmo de regra delta generalizada para poder treinar uma rede
neural intervalar de miltiplas camadas com aprendizado supervisionado, desta forma a
regra delta generalizada intervalar tenta minimizar uma funcao de custo definida com
base nas saidas da rede neural Perceptron Intervalar comparando-as com as saidas
desejadas dado que estas redes tém um aprendizado supervisionado.

A equacao da funcao de custo a minimizar é dada pela equagao 6.2.

onde dj, representa a saida desejada para o padrao apresentado, ¥, representa a saida
do neur6nio k£ na camada de saida. O gradiente negativo que indica a dire¢ao onde esté
o ponto minimo da func¢ao de custo, é calculado usando a definicao 3.6.3 do capitulo
3. Entao pela equacao 6.2 a derivada em relagao ao peso W;; que é o peso da conexao

entre o neurénio ¢ na camada n e o neurénio j na camada n + 1 é:

N 66 6173
N 875] an

Ae (6.3)

Logo, para calcular o segundo fator da equacao 6.3, temos que:

1 n . n
b =3 [sup <Z Wi, X, + Bj) +inf <Z Wi, X, + Bj>
=1

=1

Para identificar o ¥; é necessario ver o calculo de V; em relacdo a um W;;, entao
V; sera o intervalo onde o infimo é escolhido entre as equagoes 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7, da

mesma forma o supremo do intervalo é escolhido entre as equacoes 6.8, 6.9, 6.10 e 6.11.

1. Para o infimo

i—1 n
v; = inf (Z ijXk + Bj) + (Mz’j%’ + @]) +inf ( Z ijXm + Bj) (6-4)

k=1 m=t+1

1—1 n
v; = inf (Z Wi, X5, + B]) + (Wyz; + b;) +inf ( > WX + Bj> (6.5)

k=1 m=1+1
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i—1 n

k=1 m=t+1

i—1 n
= inf (Z Wi, X, + Bj> + (WiT; + b)) +inf ( > Wi X + Bj> (6.7)

k=1 m=t+1

2. Para o supremo

1—1
v, = sup (Z Wi Xy, + B;

k=1

+ (wyz; + b;) + sup ( Z Wi Xm + Bj> (6.8)

m=t+1

k=1 m=i+1

i—1 n
Vj = sup (Z Wi Xk + Bg) + (Wyjz; + by) + sup ( Z Winj Xom + Bj) (6.9)

1—1
V; = sup (Z Wi Xy + B;

k=1

+ w; l’z‘i‘b —i—sup( Z Wm]Xm—i‘B]) (610)

m=1+1

i—1 n
T; = sup (Z Wi X + Bj) + (Wi +bj) + sup ( Z Wanj Xm + Bj) (6.11)

Assim, pela defini¢ao 3.6.3, a derivada de ©; em relacao a W;; é dada pela equacao
6.12. 9% 95 9
U; U] U,
= — 6.12

onde w € Wy, v, € escolhida entre as equagoes 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e T; € uma das equagoes
6.8, 6.9, 6.10 ou 6.11 dependendo do sign(W;;) e do sign(X;).

Para o célculo do primeiro fator da equacao 6.3 temos que:

o _ oe oy

0 = — =
J 8’17] Gyj 8753

(6.13)

Entao é calculada a derivada para poder mudar os pesos em fungao do gradiente

descendente de forma que o peso sera atualizado de acordo com:

ov;
A, =0 6VVJ
ij

(6.14)

Logo, o célculo do segundo fator da equacao 6.13 é uma derivada de uns fungao
real que vai depender da funcao de ativacao que o neuronio j utilize, entao a derivada

desta funcao vai se denotar por:

9y;

—ZL = N(v; 6.15
5 = V() (615

Para computar o primeiro fator da equacao 6.13 deve se considerar dois casos.
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Primeiro para quando o neurénio j estd na saida j = k da rede, entao:

Oe

e —(dx — yx) (6.16)

Assim pelas equagoes 6.15, 6.16, a equacao 6.13 sera:

Logo a equacgao 6.3 para qualquer neurénio k£ na camada de saida seréa:

(6.18)

BERNZ.
Ae — —(dk—yk))\(vk)i( Ok ﬂ)

0 ow

O segundo caso é quando j é um neur6énio em alguma camada escondida. Logo
da mesma forma como acontece nas redes neurais pontuais, ndo so conhecemos a con-
tribuicao do neurénio j no erro da saida é por isso que é usada a media do erro cometido,

entao:

de de 0y,
=Nt 6.19
oY Z vy, 0Y; (6.19)
h
Para o céalculo do segundo fator tem-se que:

5 1 n » n
Un =3 lsup (Z Win Yy, + Bh) +inf (Z WinYy + Bh)

k=1 k=1

Para identificar v;, € necessario ver o calculo de Vj, em relacao a um y;, entao Vj
serd o intervalo onde o infimo é escolhido entre as equagoes 6.20, 6.21, 6.22 e 6.23, da
mesma forma o supremo do intervalo é escolhido entre as equacgoes 6.24, 6.25, 6.26 e
6.27.

1. Para o infimo

Jj—1 I4
v, = inf (Z W Yo + Bh> +(wjpy, +by) +inf ( > WY, + Bh> (6.20)

n=j+1

Jj—1 P
vy, = mf <Z W Yo, + Bh> + (@jhgj +Qh> —|—’inf < Z WY, + Bh> (6.21)

n=j+1

Jj—1 P
v, =inf ( Woh Yo + Bh> + (w7, +by,) +inf ( Z WonYn + Bh> (6.22)

n=j+1
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Jj—1 P
Uy, = mf <Z Wmhym + Bh> + (@jhyj —f—Qh) —|—an < Z thYn + Bh> (623)

n=j+1

2. Para o supremo

7j—1

Tp = SUp (Z WonYm + Bh> +( ]hy +bh —|—Sup ( Z WounY, + Bh> (624)
m=1 n=j+1
j—1

Up = sup ( WonYm + Bh> + (wjhy +bh —|—Sup ( Z WounY, + Bh> (625)
m=1 n=j+1
j—1

U, = sSup ( WonYm + Bh> +( ]hyj +bh —|—Sup ( Z WounY, + Bh> (626)
m=1 n=j+1

W Yo, + Bh> + (@jhyj +bh) + sup ( Z WY, + Bh> (627)

n=j+1

Dado que Y; é um intervalo degenerado, entao a equacao 6.20 é equivalente a
equacao 6.22 e 6.21 é equivalente & equacao 6.23. O mesmo acontece com as equagoes
para o supremo, isto é as equacoes 6.24 e 6.26 sao equivalentes as equacgoes 6.25 e 6.27,

respectivamente.

Assim, pela defini¢ao 3.6.3, a derivada de v;, em relacao a Y; é dada pela equacao

6.12. 9% L o 5
Uh Uh Uy,
L= =4+ = 6.28

9Y; <5yj 8yj) (6.28)

onde y; € Y}, v, é escolhida entre as equacgoes 6.20 e 6.22, e ?j é uma das equacoes
6.24, 6.10 dependendo do sign(W;;) e do sign(X;).

Entao, a equacgao 6.19 é re-escrita como:

e~ Oe (U, + 1)
Y; =00, 2

de (T}, +v1,)
oy, ~ 2

")) 5h(@/h_572/h) (6.29)

Se a funcao de ativacao é a funcao da equacao 6.1 entao:

N(05) = y;(1 = ;)
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1. Inicializa os pesos W;; e bias B; de todas as camadas com
intervalos aleatorios pequenos para (W;; — w;;) € minimo.
2. Repetir

- Apresentar um padrio de entrada [ Xy, di]

X} € um vetor de intervalos que representam o padrao k. dj
é a saida desejada.

- Propagar a ativacao dos neurénios da camada de entrada
para a primeira camada oculta para X

- Propagar as saidas da primeira camada oculta através de
todas as camadas até a camada de saida.

Dada uma camada r, a saida dela é normalizada pelos
neur6énios na camada r + 1 depois calculada a saida nessa
camada até a camada de saida.

5=0
med(.) é a fungdo ponto médio nos intervalos e f,, é a fungao
de ativacao intervalar a qual pode ser a equacao 6.1.

- Calcular o erro cometido e, para o padrao k£ com a equacao
6.2

- Correcao dos Pesos e bias

Wi;(t + 1) = W;;(t) — nAe, onde Ae é dado pela equagdo
6.18 quando j é um neur6nio em alguma camada oculta e a
equacao 6.30 quando j é um neurénio na camada de saida.

71 € o coeficiente de aprendizado menor que 1 e maior que 0.
M

) 1 C
3. Até que i ; er seja minimizado.

Tabela 6.1: Algoritmo de Treinamento para uma Rede Perceptron Intervalar de varias
Camadas

Logo a equacao 6.3 para algum neurdnio j em alguma camada oculta sera:

(6.30)

2

. 7 +Ql
Ae = N(v;) [Z 5w( h ) 50 T Dw
h

{8@k n aﬂk:|

Onde w € W;;. A tabela 6.1 descreve o algoritmo para o treinamento de uma rede
neural Perceptron intervalar de miltiplas camadas que usa a regra delta intervalar

generalizada para a modificagdo dos pesos.
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Entrada Descricao

1 Longitude do Sepalo
2 Largura do Sepalo
3 Longitude do Pétalo
4 Largura do pétalo

Tabela 6.2: Entradas do conjunto de dados IRIS

6.4 Classificacao de Padroes com a Rede Perceptron

Intervalar de Multiplas Camadas

Para verificar a convergéncia do algoritmo proposto para uma rede neural Perceptron
Intervalar de miltiplas camadas, foi utilizado um banco de dados reais chamado de
Iris o qual foi obtido do repositorio de banco de dados para aprendizado de maquina
[SHM98|. Este banco de dados contém 3 classes, cada uma com 50 exemplos, aqui cada

uma refere a um tipo de planta Iris, entao:

1. Iris setosa: Classe 1
2. Iris Versicolor: Classe 2

3. Iris Virginica: Classe 3.

Cada padrao de entrada consiste em quatro atributos descritos na tabela 6.2. Logo,
este banco de dados foi transformado em intervalos, onde para cada uma das entradas
em cada padrao foi gerado dois valores aleatorios entre 0 e 0.01, logo um desses valores
foi somado ao valor da entrada gerando o supremo do intervalo e foi subtraido o segundo
valor gerado obtendo assim o infimo do intervalo de entrada. Assim, a rede Perceptron
intervalar de multiplas camadas foi treinada com um conjunto de dados intervalar.
Para o treinamento da rede foi utilizado o 65% dos dados e 35% foi utilizado para o
teste.

A rede Perceptron Intervalar foi treinada com uma camada oculta com 10 neurénios
e 2 neurdnios na camada de saida. Utilizando um coeficiente de aprendizado n = 0.3,
o algoritmo convergiu depois de 980 épocas. A matriz de confusao da classificagdo é

mostrada na tabela 6.3

As figuras 6.2-6.7 mostram a classificagao feita com a rede Perceptron intervalar
de multiplas camadas levando em consideracao cada par de entradas. Assim a figura
6.2 representa a entrada 1 relacionada com a entrada 2, 6.3 representa a entrada 1

relacionada com a entrada 3, 6.4 representa a entrada 1 relacionada com a entrada
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Classe 1 Classe 2 Classe 3

Classe 1 15 - -
Classe 2 - 14 1
Classe 3 - 1 14

Tabela 6.3: Matriz de confusao da classificacao para o IRIS

—— Classe
+—# Glasse 2
ar % ——Classa 3
L |
351
*  a=
ﬁ L
-@ E ] L 3 n
£ Co * ¥
af - T * ME Koux Ty . # -
' * ¥ *akrk » =
e e e ow ok *
# * = =
* ¥ ' =
251 = ¥ L #*
# #*
* #* *
* ¥
oL 1 # 1 1 I 1 1
45 5 55 8 85 7 75
entrada 1

Figura 6.2: Entrada 1 vs Entrada 2: Classificagdo do IRIS por RPI de Multiplas
Camadas

4, 6.5 representa a entrada 2 relacionada com a entrada 3, 6.6 representa a entrada 2
relacionada com a entrada 4 e 6.7 representa a entrada 3 relacionada com a entrada 4.
Pela tabela 6.3 é visto que os resultados obtidos com a rede Perceptron Intervalar foi

6tima. A figura 6.8 mostra o progresso do erro no processo de treinamento.

6.5 Propriedades de Aprendizagem

Pelos testes feitos com o banco de dados IRIS, podemos ver que o algoritmo proposto
conseguiu convergir. Assim, a Perceptron Intervalares de miltiplas camadas resolve
problemas ndo linearmente separaveis intervalares. E observado que o processo de
convergéncia é oscilatorio mas ele consegue convergir. Analisando o fato da oscilacao foi
apresentado o problema da XOR(com intervalos degenerados) para a rede Perceptron
Intervalar de miiltiplas camadas variando o coeficiente de aprendizado de n = 0.1 até
n = 0.7. As figuras 6.9-6.15 mostram o processo de convergéncia da rede, logo é visto

que da mesma forma como foi explicado na Perceptron Intervalar de uma camada, esta
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entrada 3
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Figura 6.3: Entrada 1 vs Entrada 3: Classificagao do IRIS por RPI de Maultiplas

Camadas
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Figura 6.4: Entrada 1 vs Entrada 4: Classificagado do IRIS por RPI de Multiplas

Camadas
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Figura 6.5: Entrada 2 vs Entrada 3: Classificagao do IRIS por RPI de Maultiplas
Camadas
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Figura 6.6: Entrada 2 vs Entrada 4: Classificagado do IRIS por RPI de Multiplas
Camadas
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Figura 6.7: Entrada 3 vs Entrada 4: Classificagado do IRIS por RPI de Multiplas

Camadas
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Figura 6.8: Erro no Treinamento para a Classificacdo do IRIS por a RPI de Multiplas

Camadas
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Figura 6.9: Erro no Treinamento para a Classificagdo do XOR com 1 = 0.1

rede Perceptron Intervalar é mais sensivel ao coeficiente de aprendizado em comparacao
com a rede Perceptron tradicional. Observando as figuras do progresso do erro no
treinamento da rede Perceptron Intervalar de miltiplas camadas é visto que quando o

coeficiente de aprendizado 7 é menor, a oscilagao no treinamento é menor e quando o

coeficiente de aprendizado n é mais alto, a oscilacao é maior.

Embora o processo de convergéncia da rede Perceptron Intervalar é oscilante, ela
faz uma classificacdo bem definida. Mas a maior vantagem desde tipo de redes é o

controle da informacao representada em intervalos.

6.6 Conclusoes

As redes neurais tradicionais sao partes de uma enorme area de pesquisa. Elas sdo us-
adas em diferentes aplicagoes. Assim, os pesquisadores estao sempre tentando melhorar
o comportamento ou alguma caracteristica nestas redes. As redes neurais perceptron
intervalar tentam melhorar o fato da precisao nos dados processados por elas dando
uma melhor representagao aos dados:"dados intervalares"e fazendo um processamento
destes dados mais seguros:"Matemética Intervalar". E assim que sio propostas es-
truturas bem definidas para este tipo de redes neurais junto com seus algoritmos de
treinamento, os quais foram testados com diferentes dados intervalares.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Nao hd ramo da matemdtica, por abstrato que seja, que nao possa um dia

vir a ser aplicado aos fendomenos do mundo real!

Nicolai I. Lobachevsky

7.1 Conclusoes

A matemaética intervalar é uma alternativa para solucionar problemas onde existam
erros computacionais e erros de exatidao que se apresentam cotidianamente. Embora
os intervalos sao uma alternativa de solucao deste tipo de problemas, eles também
podem ser visto como uma alternativa para lidar com incerteza na representacao de al-
guma caracteristica de algum objeto como o peso, a largura ou fenémenos da natureza,
por exemplo, temperatura, umidade. Assim os intervalos levam consigo muito mais
informacoes que um valor real. Assim uma das maiores importancias dos intervalos
é a quantidade de informacao que contém e que conseguem controlar. Atualmente, a
Matematica Intervalar é muito utilizada para aplicagdes em Soft Computing [Nol04],
no tratamento e modelagem da incerteza em computacao, no processamento de infor-
macoes fuzzy, na teoria de controle, na inteligéncia artificial, representacao do conheci-
mento, redes, computacao grafica, e diversas outras aplicagoes em Ciéncia e Tecnologia

|Kre| que lidam com dados incertos.

Dado o avanco das aplicacoes da matemaética intervalar, é visto que precisa-se de
construir algoritmos que consigam trabalhar diretamente com os intervalos, entao os

algoritmo tradicionais sao reconstruidos para ser usados nos casos intervalares.

As redes neurais artificiais perceptron intervalar, sao uma area nova dentro da

pesquisa de redes neurais artificiais e tenta ser uma proposta para o tratamento de
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dados intervalares. Até agora alguns trabalhos foram realizados, nesta dissertagao

apresentamos uma contribuicao nesta linha.

Nosso trabalho apresenta estruturas definidas para as redes neurais intervalares
propostas (RPI de uma camada e de miltiplas camadas ) e a constru¢ao dos seus
algoritmos de treinamento, os quais foram testados para analisar o comportamento e

medir as vantagens e desvantagens em relagao aos algoritmos tradicionais.

Assim, foi proposta uma definicao das redes neurais intervalares e seguidamente
foram propostas as redes neurais Perceptron Intervalares. A rede Perceptron Intervalar
de uma camada classifica padroes linearmente separaveis. A medida que o algoritmo
de treinamento desta rede convergi, um neurénio na camada de saida posiciona uma
regiao de decisao entre as classes, a qual tem como ponto de referéncia a reta dos
pontos médios dos parametros que a formam (pesos e entradas). Com um conjunto
de dados com uma distribuicao aleatoéria uniforme, existe uma probabilidade maior
que o numero de épocas necessario para a rede Perceptron Intervalar de uma camada
convergia mais rapido em comparacao com a rede Perceptron tradicional. A rede Per-
ceptron com Multiplas Camadas vai conseguir classificar padroes nao necessariamente
separaveis linearmente. O algoritmo que utiliza para o treinamento é baseado no algo-
ritmo backpropagation, assim pelos testes feitos é visto que é recomendével utilizar um

coeficiente de aprendizado pequeno.

Uma das desvantagens da computacao intervalar, é o tempo que levam os algoritmos
em executar os processos, dado que tem que lidar com um nimero maior de célculos,
mas os intervalos levam consigo informagao que precisa ser controlada para ter uma

computacao segura.

No desenvolvimento deste trabalho foram feitas algumas publicagbes [PEBL04a),
[PEBLO04b] e foi submetido um artigo na revista TEMA [PEBL]. Além disto estamos
no processo da preparacao de outros artigos da segunda parte do trabalho que sao as
redes neurais Perceptron Intervalares com Miltiplas Camadas para serem submetidos

a revistas e congressos da &rea.

Assim podemos concluir que o trabalho aqui apresentado, € uma proposta de como
utilizar as redes neurais artificiais perceptron com dados intervalares, os quais po-
dem representar incerteza, conhecimento de especialistas e controle nos erros computa-

cionais.
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7.2 Trabalhos Futuros

Dado que esta linha de pesquisa é relativamente nova. Pretendemos futuramente de-
senvolver conceitos da matematica intervalar e conseqiientemente definir a rede neural
totalmente intervalar. Assim deixamos este ponto para trabalhos futuros como novas

dissertacoes de mestrado ou teses de doutorado.

Neste trabalho foi mostrado que as redes neurais intervalares conseguem resolver
problemas com dados intervalares e com dados pontuais. No entanto, pretendemos
futuramente aplicar estas redes em problemas reais que podem ser matéria de trabalhos

futuros.

Embora neste documento sao propostas as redes neurais Perceptron Intervalares
com algoritmos de aprendizado como a regra delta intervalar e sua generalizagao, ex-
istem outros algoritmos que podem ser reconstruidos para poder treinar estas redes
que visem a aceleracao do processo de treinamento, os quais sao matéria de futuros

estudos.

Outro ponto importante para estudos futuros é o estudo da classificacao de padroes
intervalares com outros métodos os quais poderiam ser reconstruidos desde os métodos

tradicionais.



Apéndice A

Prova do Teorema da Separacao
Linear das Classes com uma

Perceptron Intervalar

Para provar este teorema é importante analisar o sinal dos intervalos X7, Xy, Wy, W,

B e as combinacoes entre eles na equacao A.1:
S=W X1+ WXy + B (A.1)

Se w1, Wa, b 3o os pontos médios dos Wy, W5, B respectivamente, pela equagao A.1l

temos que:

[s,5] =[w1 — Ay, W1 + Aq][zy, T1] + [e — Ao, We + As][zy, Ta]+

) _ (A.2)
[b— Ay b+ Ay

O sinal dos intervalos pode ser: +1, -1 ou 0. O sinal é importante porque vai influenciar
nos calculos feitos com os intervalos, assim temos que analisar as combinagoes dos

intervalos na equacao A.1l

1. Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(B) = sign(X;) = sign(X,) = 1, pela equagao
A.2. A saida da rede é dada por:

[8,8] =[(w01 — Ar)zy, (01 + AT ] + [(W2 — Ag)xy, (W + Ag)To+
b — Ay, b+ A
[5,5] =[(w01 — Ap)zy + (s — Ag)zy + (b — Ay), (W1 + A1) Tr+
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. S+
Como s =

, entao:

(W1 + ATy + (g 4 Ao)Ty + b+ A+

s =

2
(W1 — Ay)zy + (W2 — Ag)zy + bh— A
2
¢ (@) +T1) + W2y + Tp) + 20+
N 2
AT — zy) + Do (T2 — xy)
2
A —T A -7
§ = Wiy + Wy + b — 1@12 ) _ 2@22 72) (A.3)
Para os seguintes casos, o resultado é igual:
e Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(B) = sign(X;) = sign(Xsy) = —1
o Se sign(Ws) =1 e sign(Wy) = sign(Xs) = sign(X;) = —1
e Se sign(Wy) = sign(Xy) = 1 e sign(Ws) = sign(X,y) = —1.
e Se sign(Wy) — 1 e sign(Ws) = sign(Xs) = sign(X;) =1
o Se sign(Ws) = sign(Xs) =1 e sign(X;) = sign(W;) = —1.
2. Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(B) = sign(X;) = —1 e sign(Xy) =1
A saida da rede é dada por:
s, 5] =[(w1 + A1)y, (W1 — Av)zy | + [(Wa — Do), (2 + Do)z, +
[b— Ay, b+ Ay
(5, 5] =[(i01 + A)TL + (ty — Dg)Ta + (D — Ay),
(ﬁ)l — A1)£1 + (TDQ + A2)£2 + ([; -+ Ab)]
Como s = = , entao
§— (W1 — Ay)zy + (W2 + Ag)z, + b+ Ap+
B 2
(thy 4+ ATy + (0 — ATy + b — A,
2
3 _ w1 (Th + 2y) + Wa (T + xp) + 26—
B 2
Ai(zy —71) + Ag(xy — T2)
2
oA —7 A —-T
§ = oty + gty + §— SUEL T | Daldy 7 T0) (A.4)

2 2
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Para os seguintes casos, o resultado é igual:

o Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(X;y) =1 e sign(Xs) = —1.
e Se sign(W7) = sign(X,) = sign(Xs) =1 e sign(Ws) = —1.
o Se sign(Wy) = sign(Xs) = —1 e sign(X;) = sign(W,) = 1.

3. Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(Xs) = —1 e sign(X;) =1
A saida da rede é dada por:

[s, 5] =[(W1 — Ap)T1, (W1 + Av)z, ]| + [(W2 + Do) T, (W + Ag)xo]+
b— Ay, b+ A
(101 — ATy 4 (s 4 Ag)To 4 (b — Ay),
(01 + Ay)z; + (0 — Ag)zy + (04 Ay)]

., S+ ~
Como s = 5 entao:

(W1 4+ Az, + (W — Ag)zy + b+ Ayt
2
(W, — ATy + (g 4+ Ao)To + b — A,
(T + 2,) + @(% + z,) + 2b+
Ay(zy —71) — A22(£2 — 7o)
2

S =

§ =

Ay(zy, —T1) B Ag(zy — To)
2 2

§ = Wy ¥ + ey + b+ (A.5)
Para os seguintes casos, o resultado é igual:
Wa) = sign(Xs) = sign(X;) = —1

(W) (

o Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(Xy) =1 e sign(X;) = —1.
(W) = sign(Xs) = 1, sign(Ws) = sign(X;
(W)

)= —1.
1, sign(Wy) = sign(X;) = sign(Xs) = —1.

4. Se sign(X;) = 0 e sign(Wy) = sign(Ws) = sign(Xs) = —1
A saida da rede é dada por:

[8,3] =[(w01 — ATy, (W1 — Ar)zy] + [(W2 + A2)To, (W2 — Ag)zy]+
b — Ay, b+ A
[s,8] =[(w1 — A1)T1 + (e + Ag)To + Ayp),

(“ _
(W, — Ay)zy + (W0 — Ag)zy + (b+ Ay)]
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. S+
Como s =

, entao:

(ﬁ)l — A1)£1 + (TDQ — A2)£2 + [; -+ Ab+

s =

2
() — ATy + (W 4+ Ag)Ty + b — A
2
3 _ (T + 3y) + Wa (T2 + Tp) + 20—
B 2
Ay(zy +71) — Ag(xy — )
2
y Aolie —F
§ - ’Lbljfl + ”ngfi’g + b + Aljfl - M (A6)
Para os seguintes casos, o resultado é igual:
e Se sign(Wy) = sign(Wsy) = sign(Xs) =1 e sign(X;) = 0.
e Se sign(Wy) = 1, sign(Ws) = sign(Xy) = —1 e sign(X,) =0
e Se sign(X;) =0, sign(Ws) = sign(Xs) =1 e sign(W;) = —1.
5. Se sign(Xs) =0 e sign(W) = sign(Ws) = sign(X,) = —1
A saida da rede é dada por:
[s,5] =[(w01 + A1)y, (01 — Av)a,y ] + (W — Do) T, (W — Aa)zy]+
b — Ay, b+ A
[5,5] =[(1 + A)T1 + (s — Ag)To + (D= A),
(i1 = Av)z; + (s — Do)y + (D+ Ap)]
Como s = %, entao:
g (01— Az + (02 — Ag)zy + b+ Ayt
B 2
(1 + ATy + (W0 — Ao)Ty + b — A,
2
3 _ (T + ) + Wa (T2 + Tp) + 20—
B 2
Ai(zy —T1) — Ao(T2 + 25)
2
. Az —T
§ iy + s+ b ST TT) A (A7)

2

Para os seguintes casos, o resultado é igual:

e Se sign(Xs) = 0,sign(W;) = sign(Ws) = —1 e sign(X;) =1
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e Se sign(Wy) = 1, sign(Ws) = sign(X;) = —1 e sign(X,) = —1.

6. Se sign(X;) = sign(Xs3) = 0 e sign(Wy) = sign(Ws) = —1
A saida da rede é dada por:

[s,5]

1

ATy, (01 = Ag)zy] + (0 = Do) T, (W — Ao) 2,1+

=[(u
D — Ay, b+ Ay
[5,5] =[(1 — A1)T1 + (e — Ao)To + (b — A),
(W1 — Ap)zy + (102 — Do)z + (b+ Ay)]
Como § = #, entao:

s =

s =

(W1 — Ay)xy + (W2 — Ag)zy + b+ Ayt
2
(W1 — ATy + (e — A2)To + b — A,
2
Wy (T1 4 2,) 4 Wa(Ty + ) + 20—
Ay (T +2y) — A22(52 + 1)
2

§ - ’Lbl.f\i'l + 1\[12.%’2 + b + Alfl - Agi’g

Para os seguintes casos, o resultado é igual:

e Se sign(Wy) =1, sign(Ws) = —1 e sign(X;) = sign(Xs) =0

7. Se sign(Xy) =0 ,sign(W1) = sign(Ws) = —1 e sign(Xy) =1
A saida da rede é dada por:

(01 — ATy, (W01 — Ap)ay] + [(We — Az)Ta, (W2 + Ag)zy]+
[ — Ay, b+ Ay
[(

Ap),
+Ap)]

1)T1 + (W2 — Ag)Ty +

(b—
1)Z1 + (s + Ag)zy + (5
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. S+
Como s =

, entao:

(i) — Ay)z, 4 (s 4 Ag)zy 4+ b+ Ayt

2
() — ATy + (W0 — Ao)To + b — A,
2
3 _ Wi (T1 + ) + Wa (T2 + 3,) + 20—
B 2
A (T +2p) + Ap(20 — T2)
2
y A _=
5 = WyFy + oy + b — Ay + y (A.9)
Para os seguintes casos, o resultado é igual:
e Se sign(Xy) =0, sign(Wy) = sign(Xs) = —1 e sign(Ws) =
8. Se sign(Wy) = sign(Ws) = 1, sign(X;) =0 e sign(Xy) = —1
A saida da rede é dada por:
[s,5] =[(w01 + Ar)zy, (01 + Ar)T1] + [(W2 + Do)z, (W2 — Ao) T+
[b— Ay, b+ A
[5,5] =[(@1 + Av)zy + (W + Ao)zy + (D= A),
(01 4+ ATy + (0 — Ag)To + (b+ A)]
Como s = §T+S, entao:
o (01 AT+ (g — Ap)Ty + b+ Ayt
B 2
(01 + Ay)xy + (W2 + Ag)xy + b— A,
2
g _qul(fl —+ 21) + Tf)Q(EQ +£2> + 2b+
B 2
Ay(Ty + ) + Ag(zy — 7o)
2
v A .
§ = iy + Wody + b4+ ArFy + Qalz, = 72) (A.10)

2

Para os seguintes casos, o resultado é igual:
e Se sign(Wy) = sign(Xa) = 1, sign(Wy) = —1 e sign(X,) =0

9. Se sign(Wy) = sign(Ws) = sign(X;) =1 e sign(Xy) =0
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A saida da rede é dada por:

[s,5]

[( 1— ).fl?l, (wl —+ A )331] + [(”L\DQ + A2)£2, (1\[12 —+ Ag)fg]‘i‘
b — Ay, b+ A
=[(w01 — A1)z + (W2 + Ag)zy + Ay),

[, 3] (b—
(W1 + ATy + (0 + Ag)To + (b + Ay)]

+'s

Como s = = , entao:

(W1 + ATy + (03 4 Ao)Ty + b+ A+
2
(7111 - Al)ll + (lbz + A2)£2 + lu? AV
2
wl(fl + £1) + ZT)Q(TQ + &2) + 2b—
2
Ay(z) +T1) + Dy (T + 25)
2

s =

s =

Ay (zy —T1)
2

v

§ = WXy + Wely + B — + Agfg (All)

Para os seguintes casos, o resultado é igual:

e Se sign(Xs) =0, sign(Wy) = sign(X;) =1 e sign(W;) = —

e Se sign(Xs) =0, sign(Wy) = sign(X;) = —1 e sign(W,) =1
10. Se sign(Wy) = sign(Ws) =1 e sign(X;) = sign(Xsy) = —1.

A saida da rede é dada por:

=[(w1 + Ar)zy, (01 — A)T] + [(W2 + Ag)zy, (W2 — Do) T+
[b— Ay, b+ Ay
[( + Al)xl (TDQ + AQ)JIQ
(01 — A1)Ty + (W2 — Ag)Ty + (

s, 3]

Ap),
+A)]

5, 3]

-
b+
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. S+
Como s =

, entao:

(10, — ATy + (e — Ao)Ty + b+ Ayt
2
(W1 + Ay)zy + (W2 + Ag)zy + b— Ay
2
W1 (Ty + 2q) + Wo(To + 2y) + 20+
A1(&1 - Tl) + A22(£2 - TQ)
2

s =

s =

Ay (zy —T1) " A(zy — T)

; 5 (A.12)

§ = ydy + Wy + b+
Para os seguintes casos, o resultado é igual:
o Se sign(Wy) = sign(Ws) = —1 e sign(X;) = sign(X,) =1

11. Se sign(Wy) = sign(X;) = sign(Xs3) =1 e sign(Ws) = 0.
A saida da rede é dada por:

[s,3] =[(
b — Ay, b+ A
[s,3] =[(01 — Az, + (s — Ao)To + (b — A),
(W + ATy + (2 4 A2)To 4+ (b+ Ay)]
Como s = = , entao

(i1 + ATy + (s 4+ A)Ty + b+ Ayt

Va1le

2
(u“;l — A1)£1 + (TDQ - Ag)fg + [; - Ab
2
; W1 (Ty + xy) + 29Ty + 2b—
B 2
A1(£1 — fl) + AQ(EQ — fz)
2
v A -7
§ = Wiy + WoTy + b — —— L @12 7) (A.13)

Para os seguintes casos, o resultado é igual:
o Se sign(Wy) = sign(Xs) = 1, sign(X;) =0 e sign(W,) = 0.
o Se sign(Ws) =0, sign(Xy) = sign(Xs) =1 e sign(W;) = —1.
e Se sign(Ws) =0, sign(W;) = sign(X;) = —1 e sign(Xs) = 1.
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12. Se sign(Wy) = sign(X;) = 1, sign(Ws) = 0 e sign(Xy) = —1.
A saida da rede é dada por:

[s,5] =
b — Ay, b+ Ay
[5,3] =[(w01 — Ar)zy + (02 + Ag)zy + (E —Ay),
(1 + ATy + (05 — Ag)zy + (b + A)]
Como § = 2 —;— S, entao

(’qul + Al)fl + (TDQ - A2)£2 + 5 + Ab+

2
(’qul — A1)£1 + (QDQ + A2)£2 + 5 — Ab
2
B 2
Ai(z) —T1) + Ag(zy — 25)
2
. Az, —T

Para os seguintes casos, o resultado é igual:
o Se sign(W3) =0 e sign(Wy) = sign(X;) = sign(Xy) = —1.

13. Se sign(Wy) = 1, sign(X;) = sign(Xs) = —1 e sign(Ws) = 0.
A saida da rede é dada por:

[s, 5] =[(1 + Ar)zy, (W1 — A)T1] + [(W2 + Ag)zy, (Wa — Ag)xo]+
[ — Ay, b+ Ay
[5,3] =[(w01 + A1)z + (W2 + Ag)zy + (7) —Ay),
(1 — ATy + (102 — Do)zy + (D + A)]
Como s = 2 —;— S, entao

(ﬁh — A1)T1 + (1172 — Ag)gz + 7) + Ap+
2
(W1 + Ay)zy + (W02 + Ag)zy + b— Ay
2
wl(fl + £1) —+ 2@2&2 + 25 + A1(£1 — fl)
2

s =

§ =
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. Az —T
Para os seguintes casos, o resultado é igual:

e Se sign(Ws) =0, sign(W;) = sign(Xsy) = —1 e sign(X;) = 1.

14. Se sign(Wy) = 0, sign(Ws) = sign(X1) = sign(Xs) =1
A saida da rede é dada por:

[5,5] =[(w1 — A1)Ty, (W01 + ATy + [(e — Ag)xy, (o + Ao)To]+

)931 + (g — Ag)zy +
1)T1 + (W2 + Ag)To + (

Ap),

-A (b—
+A b+ Ay)]

5 -
, entao:

(W01 + ATy + (W2 4 A)Ts + b+ A+

5= 5
(w1 — ATy + (e — Ag)zy + b— Ay
2
3 _wl(fl +fl) —+ /UUJQ(EQ + 22) + 2b—
Ay(zy — Ta)
2
o Ao(z, —T
5 = Ty + Wy + b — w (A.16)

Para os seguintes casos, o resultado é igual:
o Se sign(Ws) = sign(X1) = 1, e sign(Wy) = sign(Xy) =0
e Se sign(Wy) =0, sign(Ws) = sign(Xsy) = —1 e sign(X;) = 1.

15. Se sign(Wy) = sign(Xs) = 0, sign(Ws) =1 e sign(X;) = —1.
A saida da rede é dada por:

[8,3] =[(W01 + Ar)zy, (W1 — Ay)ay] + [(D2 + Ag)xy, (W2 + Ag)To+
b— Ay, b+ Ay
(W + A1)zy + (s 4+ Ao)zy +

(01 — Ay)zy + (W2 + Ag) T + (

Ap),
+4)]

=
[
[s,3] = + (b -
b+
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. S+
Como s =

, entao:

2
(w1 + Ay)zy + (e + Ag)zy + b— Ay
2
W1 (T1 + x) + Wa (T + 5) + 20+

Vale

Ay (T + z5)
2

§= wlgl + lbg.if’g + b + Agi’g
Para os seguintes casos, o resultado é igual:

Wy) =0, sign(Ws) =1 e sign(X;) = sign(Xs) = —1.

o Se sign(Wy) = sign(Xz) = 0 e sign(Ws) = sign(X;) = —1.

Para os seguintes casos a derivacao pode ser feita analogamente:

1. Se sign(Xs) = 0,sign(Wy) = sign(Ws) = 1 e sign(X;) = —1, entdo:

o Ay(xy —T)

§ = WXy + Wako + b+ 5 + Aoy
2. Se sign(Wy) = sign(Wy) =1 e sign(X;) = sign(Xy) = 0, entao:
§ = Wiy + Wy + b+ A1y + Aoy

3. Se sign(Wy) = sign(Xsy) = 1, sign(Ws) = 0 e sign(X;) = 0.

é - wlffl + IEQTQ + b + Alfi’l

4. Se sign(Wy) = 1, sign(Ws) = sign(X;1) = 0 e sign(X,) = —1, entdo:

s = wlffl + lbgzz + b + Alfi’l

5. Se sign(Wy) = sign(Xy) = 1, sign(Ws) = —1 e sign(X3) = 0, entdo:

Ay (z) —7)

— Ao¥
9 2X2

§ = WXy + Waly + b —

(W)

e Se sign(Wy) = —1, sign(Ws) = sign(X;) = —1 e sign(Xs) = 1.
(W)
(W)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Se sign(Wy) = 0, sign(X;) = sign(Ws) = 1 e sign(X,) = —1, entdo:

Ay (zy — To)

§ = Ty + Wady + b+ 5

Se sign(Wy) = 0, sign(Ws) =1 e sign(X;) = sign(X,) = —1, entdo:

o Ag(xy — To)
2

§:w1£1+ﬁ’12f2+b+

Se sign(Wy) = sign(Ws) = 0 e sign(X;) = sign(X,) = 1, entao:

§ =Ty + WaTy + b

Se sign(Wy) = sign(Ws) = 0, sign(X;) = 1 e sign(X,) = —1, entdo:

3§ = 1‘[}@1 + 1I)2£2 + b + Ali’l

Se sign(Wy) = sign(Ws) = 0, sign(X;) = —1 e sign(Xs3) = 1, entdo:

V]

§ = W, + WeTy + b

Se sign(Wy) = sign(Ws) = 0 e sign(X;) = sign(Xsy) = —1, entao:

v
v

§ = w1xy + WaZy + b

Se sign(Wy) = 0, sign(Ws) = —1 e sign(X;) = sign(Xs) = 1, entdo:

§ = WnT1 + Wy + b+ Aoy

Se sign(Wy) = sign(Xs) = 0, sign(Wsy) = —1 e sign(X;) = 1, entdo:

s = "Lblfl + Zbgffg +b— Agfg

Se sign(X;) = sign(Xsy) = 0, sign(W;) = —1 e sign(Ws) = 1, entdo:

§ = W1y + Walg + b — ATy + Aoy

Se sign(Ws) = sign(X,) =0, sign(Xs2) =1 e sign(W;) = —1, entdo:

§ = Wiy + WeT2 + b — Ay
Se sign(Wy) = sign(Xs) = —1 e sign(X;) = sign(Ws) = 0, entdo:

s = ’Lbl.%'l + 1\[12£2 + b— Aly\jl

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)
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Para os seguintes casos, a largura dos intervalos vai influenciar na derivacao da
equacgao junto com o sinal dos intervalos, o resultado para cada caso pode ser feito
analogamente como nos casos anteriores:

1. sign(Wy) = sign(Xy) = —1 e sign(Xz) = sign(Ws) = 0.

2. sign(W) = sign(X;) =1 e sign(Ws) = sign(Xs) = 0.

3. sign(Wy) =1 e sign(Ws) = sign(X;) = sign(Xs3) = 0.

4. sign(Wy) = 1, sign(Ws) = sign(Xs) =0 e sign(X;) = —1.

5. sign(Wy) = sign(X1) = 0 e sign(Ws) = sign(Xs) = 1.

6. sign(Ws) =1 e sign(X;) = sign(Xs) = sign(W;) = 0.

7. sign(Wy) = sign(X;) = 0, sign(Ws) =1 e sign(Xy) = —1.

8. sign(Wy) = sign(Ws) = sign(Xs) = 0 e sign(X;) = 1.

9. sign(Wy) = sign(Ws) = sign(X;) = 0 e sign(Xy) = 1.

10. sign(Wh) = sign(Ws) = sign(X;) = sign(Xs) = 0.

11. sign(W) = sign(Ws) = sign(X1) = 0 e sign(Xs) = —1.
12. sign(W) = sign(Ws) = sign(X3) = 0 e sign(X;) = —1.
13. sign(Wy) = sign(Xy) = 0, sign(Ws) = —1 e sign(Xs) = 1.
14. sign(W) = sign(X;) = sign(X3) = 0 e sign(Ws) = —1
15. sign(Wy) = sign(X1) = 0 e sign(Ws) = sign(Xs) = —1.
16. sign(Ws) = sign(Xs) =0, sign(X;) =1 e sign(W;) = —1.

17. sign(Ws) = sign(Xs) = sign(Xy) = 0 e sign(W;) = —1
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