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Resumo

Após uma revisão do conceito de morfismo de re-
ticulados, constrúımos dois tipos de categorias de
reticulados limitados e analisamos suas diferenças.
Uma destas categorias permite uma definição natu-
ral de morfismo de t–normas, e de categoria de t–
normas. Esta definição pode ser copiada utilizando
a outra noção de morfismo de reticulados. A nova
definição de morfismo de t–normas permite também
a introdução da noção de grupo de simetrias de uma
t–normas. Apresentamos alguns avanços obtidos no
estudo das propriedades destes grupos.
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1 Introdução

Existem duas definições equivalentes de reticula-
dos, uma algébrica e outra usando uma relação de
ordem parcial. Enunciemos estas definições para o
caso que nos interessa, o de reticulados limitados.

Definição 1.1 Um reticulado limitado é uma
estrutura algébrica L = 〈L,∧,∨, 1, 0〉 tal que 0, 1 ∈
L, ∧ e ∨ são operações binárias comutativas e as-
sociativas que satisfazem leis de absorção, 0 é o ele-
mento neutro de ∨ e 1 é o elemento neutro de ∧.

Definição 1.2 Um reticulado limitado é um
conjunto estruturado L = 〈L,≤, 1, 0〉 onde ≤ é uma
ordem parcial em L, 1 é o maior elemento de L, 0 é o
menor elemento de L, e para todo x, y ∈ L existem
sup{x, y} e inf{x, y}.

Se L = 〈L,∧,∨, 1, 0〉 é um reticulado limitado
segundo a Definição 1.1, defina x ≤ y se e so-
mente se x = x ∧ y para todo x, y ∈ L. Te-
mos que Lo = 〈L,≤, 1, 0〉 é um reticulado limi-
tado segundo a Definição 1.2. Reciprocamente, ae
L = 〈L,≤, 1, 0〉 é um reticulado limitado segundo
a Definição 1.2, defina as operações ∧ e ∨ fazendo
x ∧ y = inf{x, y} e x ∨ y = sup{x, y} para todo
x, y ∈ L. Temos que La = 〈L,∧,∨, 1, 0〉 é um re-
ticulado limitado segundo a Definição 1.1. Mais
ainda, se começarmos com um reticulado limitado
L = 〈L,∧,∨, 1, 0〉, definido algebricamente, então

(Lo)a = L, e reciprocamente, se começarmos com
um reticulado limitado L = 〈L,≤, 1, 0〉, definido
com uma relação de ordem parcial, então (La)o = L.

Passemos agora à definição de morfismos entre
reticulados limitados. Podemos começar com qual-
quer uma das duas definições de reticulado limi-
tado para definir um morfismo da maneira natu-
ral. Como as duas definições de reticulado são
equivalentes, então as duas definições resultantes de
morfismos serão equivalentes, certo? Errado! Em
geral existem mais morfismos definidos usando a
relação de ordem. Para entender como isto acon-
tece, enunciemos as duas posśıveis definições de
morfismos de reticulados limitados.

Definição 1.3 Sejam L e M dois reticulados limi-
tados segundo a Definição 1.1. Um morfismo de
L a M é uma função f : L → M que preserva as
opreções binárias e os elementos neutros.

Definição 1.4 Sejam L e M dois reticulados limi-
tados segundo a Definição 1.2. Um morfismo de
L a M é uma função f : L→M que preserva a es-
trutura de ordem e os elementos máximo e mı́nimo.

Acontece que um morfismo definido algebrica-
mente é também um morfismo definido pela relação
de ordem. De fato, se f : L → M é um morfismo
definido algébricamente, e x, y ∈ L são tais que
x ≤ y, i.e. x = x∧y, então temos f(x) = f(x∧y) =
f(x)∧ f(y), e portanto f(x) ≤ f(y). No entanto, se
f : L→M é um morfismo definido por uma relação
de ordem, como x ∧ y ≤ x e x ∧ y ≤ y, temos que
f(x∧y) ≤ f(x) e f(x∧y) ≤ f(y). Mas daqúı temos
apenas que f(x∧y) ≤ f(x)∧f(y) = inf{f(x), f(y)},
e pode acontecer que f(x∧y) 6= inf{f(x), f(y)}. Um
exemplo simples mostra que esta possibilidade pode,
de fato, acontecer.

Exemplo 1.1 Considere os reticulados L e M da-
dos pelos seguintes diagramas de Hasse.
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A função f : L → M que preserva os extremos
e tal que f(x) = u e f(y) = v é obviamente um
morfismo segundo a Definição 1.4 mas não segundo
a Definição 1.3 pois não preserva a operação ∧.

Neste trabalho estudamos algumas consequências
interessantes deste fato. Na Seção 2 estudamos
imersões, mergulhos e conceitos afins. Entre outras
coisas, mostramos que a possibilidade de mergul-
har um reticulado em outro depende da definição
de morfismo escolhida. Na Seção 3 estudamos as
duas categorias mais simples que podemos construir
usando as definições de morfismo apresentadas e
mostramos as diferenças entre ambas. Na Seção 4
estudamos t–normas em reticulados limitados, ge-
neralizamos a noção de morfismo de t–normas, e
definimos o conceito de de grupo de simetrias de
uma t–norma. Na Seção 5 estudamos categorias de
t–normas em reticulados limitados gerados pelas di-
ferentes definições de morfismos de t–normas. Fi-
nalmente, na Seção 6 revisamos nossos resultados e
levantamos algumas questões interessantes.

2 Subreticulados e mergulhos

Um isomorfismo entre os reticulados limitados L
e M um morfismo bijetivo cuja inversa é também
um morfismo. Agora, será que existem duas noções
diferentes do conceito de isomorfismo entre reti-
culados limitados? Negativo. As duas definições
de morfismo geram definições equivalentes de iso-
morfismo. Em primeiro lugar, como um morfismo
definido algebricamente é também um morfismo
definido por uma relação de ordem, o mesmo acon-
tece com os isomorfismos.

Por outro lado, considere um isomorfismo f :
L → M definido com uma relação de ordem, i.e.
tal que f e f−1 preservão a ordem. Como f é
um morfismo temos que para todo x, y ∈ L vale
f(x ∧ y) ≤ f(x) ∧ f(y). Além disso, como f−1 é
também um morfismo, temos

f−1(f(x)∧ f(y)) ≤ f−1(f(x))∧ f−1(f(y)) = x∧ y ,

e portanto f(x) ∧ f(y) ≤ f(x ∧ y). Segue–se que
f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y), ou seja f é um morfismo
definido algebricamente. O mesmo vale para f−1.

Uma imersão de L em M é um morfismo inje-
tivo f : L → M . Um mergulho de L em M é
uma imersão tal que L e f(L) definem reticulados
limitados isomorfos. Um subconjunto N ⊆ M é
um subreticulado de M se é a imagem de um mer-
gulho. Estas definições devem ser interpretadas de
acordo com a escolha das definições usadas para re-
ticulado e morfismo. No Exemplo 1.1, o conjunto
N = {0, u, v, 1} será um subreticulado de M se
considerarmos a estrutura de ordem, mas não se
usarmos a definição algébrica.

Mais ainda, usando a Definição 1.3, uma imersão
de L em M é um mergulho, mas isto não é assim se

usamos a Definição 1.4. De fato, considere os reti-
culados L do Exemplo 1.1 e L′ = 〈L,�, 0, 1〉, com
o mesmo conjunto de base L, mas relação de ordem
� dada por 0 � x � y � 1. A função identidade
id : L → L′ é uma imersão, segundo a Definição 1.4,
mas não um mergulho pois L e L′ não são reticula-
dos isomorfos.

Vamos descrever agora um outro resultado cu-
rioso. Neste caso as duas definições de morfismo
permitem um mergulho de um reticulado em ou-
tro, mas o subreticulado correspondente possui pro-
priedades diferentes em cada caso. Mais ainda, pa-
rece ser que esta diferença tem consequências im-
portantes na teoria e nas aplicações. Vamos usar
duas construções dadas em [1].

Dado um reticulado L = 〈L,∧,∨, 1, 0〉, defina o
reticulado produto pela estrutura algébrica

L× L = 〈L× L,∧,∨, (1, 1), (0, 0)〉

com as operações definidas ponto a ponto, ou seja,
para quaisquer (x1, x2), (y1, y2) ∈ L× L,

(x1, x2) ∧ (y1, y2) = (x1 ∧ y1, x2 ∧ y2) e
(x1, x2) ∨ (y1, y2) = (x1 ∨ y1, x2 ∨ y2) . (1)

Daqui obtemos a ordem parcial

(x1, x2) ≤ (y1, y2) ↔ x1 ≤ y1 e x2 ≤ y2 . (2)

Por outro lado, para cada x, y ∈ L tais que x ≤ y,
defina o intervalo

[x, y] = {z ∈ L / x ≤ z ≤ y} ,

e o conjunto dos intervalos de L como

IL = {[x, y] / x, y ∈ L e x ≤ y} .

O reticulado dos intervalos de L é

IL = 〈IL,∧,∨, [1, 1], [0, 0]〉 ,

com as operações definidas ponto a ponto, ou seja,
para quaisquer [x1, x2], [y1, y2] ∈ IL,

[x1, x2] ∧ [y1, y2] = [x1 ∧ y1, x2 ∧ y2] e
[x1, x2] ∨ [y1, y2] = [x1 ∨ y1, x2 ∨ y2] . (3)

Daqui obtemos a ordem parcial

[x1, x2] ≤ [y1, y2] ↔ x1 ≤ y1 e x2 ≤ y2 . (4)

Comparando as operações (1) e (3), ou as relações
de ordem (2) e (4), resulta evidente que os reticu-
lados produto e de intervalos são muito parecidos,
sendo as únicas diferenças a notação “(, )” num deles
e “[, ]” no outro, assim como a restrição x ≤ y para
o reticulado dos intervalos. Temos de fato que a
inclusão

σ : IL → L× L
[x, y] 7→ (x, y)
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é um mergulho, seja definindo morfismos algebrica-
mente ou com uma relação de ordem. Isto é óbvio
comparando as operações (1) e (3), e as relações de
ordem (2) e (4).

Defina agora a projeção

ρ : L× L → IL

(x, y) 7→ [x ∧ y, x ∨ y] .

Segue–se imediatamente que ρ◦σ = idIL, e portanto
se ρ fosse um morfismo, IL seria uma seção de L×L.
Acontece que ρ é um morfismo segundo a Definição
1.4, mas não segundo a Definição 1.3.

De fato, sejam (x1, x2), (y1, y2) ∈ L × L tais que
(x1, x2) ≤ (y1, y2). Como x1 ≤ y1 e x2 ≤ y2, segue–
se que x1 ∧ x2 ≤ y1 ∧ y2 e x1 ∨ x2 ≤ y1 ∨ y2, e
portanto

ρ(x1, x2) = [x1 ∧ x2, x1 ∨ x2]
≤ [y1 ∧ y2, y1 ∨ y2]
= ρ(y1, y2) ,

ou seja ρ é um morfismo de acordo à Definição 1.4.
Por outro lado, dados (x1, x2), (y1, y2) ∈ L × L,

temos

ρ((x1, x2) ∧ (y1, y2)) = ρ(x1 ∧ y1, x2 ∧ y2)
= [(x1 ∧ y1) ∧ (x2 ∧ y2),

(x1 ∧ y1) ∨ (x2 ∧ y2)] .

Usando comutatividade e associatividade obtemos

(x1 ∧ y1) ∧ (x2 ∧ y2) = (x1 ∧ x2) ∧ (y1 ∧ y2) ,

no entanto

(x1 ∧ y1) ∨ (x2 ∧ y2) = (x1 ∨ x2) ∧ (y1 ∨ y2)

não vale, como pode ser verificado tomando x1 = 0,
y1 = 1. Do mesmo modo, a operação ∨ também não
é preservada pela projeção ρ.

3 Duas categorias de reticula-
dos limitados

Como temos dois tipos diferentes de morfismos de
reticulados, podemos definir dois tipos diferentes de
categorias de reticulados, uma categoria de ordem
e uma categoria de álgebra. Seja Lo a categoria
de reticulados limitados com morfismos definidos
por uma relação de ordem, e La a categoria de re-
ticulados limitados com morfismos definidos alge-
bricamente. Como um morfismo algébrico é um
morfismo de ordem, segue–se que La é uma sub-
categoria de Lo com a mesma classe de objetos.

As duas categorias têm objetos iniciais e termi-
nais. Os objetos terminais são definidos por conjun-
tos unitários com relação de ordem ou operações
binárias definidas da maneira óbvia. Os objetos

iniciais são definidos por conjuntos binários, com
relação de ordem ou operações binárias também
definidas da maneira óbvia. Como os objetos in-
iciais e terminais são diferentes, não existe objeto
nulo nem morfismos nulos.

Dados dois reticulados L = 〈L,∧,∨, 1, 0〉 e M =
〈M,∧,∨, 1, 0〉, defina o produto de reticulados pela
estrutura algébrica

L×M = 〈L×M,∧,∨, (1, 1), (0, 0)〉
com as operações definidas ponto a ponto, ou seja,
para quaisquer (x1, y1), (x2, y2) ∈ L×M ,

(x1, y1) ∧ (x2, y2) = (x1 ∧ x2, y1 ∧ y2) e
(x1, y1) ∨ (x2, y2) = (x1 ∨ x2, y1 ∨ y2) . (5)

Daqui obtemos a ordem parcial

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ↔ x1 ≤ x2 e y1 ≤ y2 . (6)

Mostra–se facilmente que as projeções canônicas
πL : L×M → L e πM : L×M → M são morfismos
em Lo assim como em La. Mais ainda, nas duas
categorias L×M satisfaz a propriedade universal de
um produto, e esta construção pode ser generalizada
a produtos arbitrários.

No entanto, parece que estas categorias se com-
portam de modo diferente com pullbacks e outros
limites. Dados dois morfismos f : L → K e
g : M → K, o correspondente pullback, se existir, é
o reticulado definido pelo conjunto

LoK M = {(x, y) ∈ L×M / f(x) = g(y)} ,
com estrutura definida por restrição do produto L×
M . É fácil mostrar que pullbacks existem em La.
De fato, para quaisquer (x1, y1), (x2, y2) ∈ LoK M
temos

f(x1 ∧ x2) = f(x1) ∧ f(x2)
= g(y1) ∧ g(y2)
= g(y1 ∧ y2) ,

e portanto (x1, y1) ∧ (x2, y2) ∈ L oK M . O mesmo
vale para a operação ∨, de modo que o pullback
LoKM é um subreticulado de L×M. A situação em
Lo não está definida ainda, não sabemos se existem
pullbacks em Lo.

Uma outra construção interessante em [1] é a
soma colapsada L + M, que não é mais que o pu-
shout de L e M por imersões de um objeto inicial,
iL : I → L e iM : I → M. Dados dois morfismos
f : K → L e g : K → M, o correspondente pushout,
se existir, é o reticulado definido pelo conjunto

L ∪K M = ((L \ f(K)) ] (M \ g(K))) ]K ,

onde ] é a união disjunta, com estrutura definida
minimalmente pelas inclusões. Sabemos que esta
construção nem sempre funciona em Lo, mas não
determinamos ainda condições suficientes ou ne-
cessárias. Por outro lado, não sabemos se esta
construção funciona sempre em La.
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4 t–normas em reticulados li-
mitados

t–normas são outra instância onde as definições
de morfismos de reticulados limitados se comportam
de modo diferente. Uma t–norma num reticulado
limitado L é uma operação binária comutativa, as-
sociativa e monótona T : L×L→ L que tem 1 como
elemento neutro. Monotocicidade quer dizer que se
x ≤ y, então para todo z ∈ L, vale T (x, z) ≤ T (y, z).
Acontece que monotonicidade equivale ao fato de T
ser um morfismo segundo a definição 1.4. No en-
tanto, uma t–norma não é um morfismo segundo
a Definição 1.3. De fato, para quaisquer x, y ∈ L
temos que T ((0, x) ∨ (1, y)) = x ∨ y, entanto que
T (0, x)∨T (1, y) = y, pois T (0, x) = 0 se segue dire-
tamente da definição de t–normas.

Vamos agora definir morfismos entre t–normas.
Dada uma categoria C, seja MC a categoria dos
morfismos de C. Observe que os objetos em MC
são os morfismos em C, e um morfismo em MC se
define como segue. Para quaisquer dois morfismos
em C, f : A→ B e g : C → D, ou seja dois objetos
em MC , em morfismo λ : f → g é um par λ = (h, k)
de morfismos em C tais que o seguinte diagrama co-
muta.

A C

B D
?

-

?
-

f g

h

k

Como uma t–norma T : L×L → L é um morfismo
na categoria Lo, definimos a categoria de t–normas
em Lo como a subcategoria To deMLo

cujos objetos
são t–normas. Um morfismo entre t–normas é um
morfismo nesta categoria. Esta definição, natural
em Lo, não pode ser copiada literalmente para La.
Mais ainda, esta definição de t–norma é muito mais
geral que a dada em [1], pois naquela definição um
morfismo é determinado por apenas um morfismo
sobrejetivo de reticulados.

Para definir morfismos de t–normas em La de-
vemos explicitar a definição dada acima para Lo.
Sejam T : L× L → L e S : M×M → M t–normas
em L e M, um morfismo de λ : T → S é um par de
morfismos ψ : L × L → M ×M e ϕ : L → M tal
que o seguinte diagrama comuta.

L× L M×M

L M
?

-

?
-

T S

ψ

ϕ

Vamos mostrar agora como esta nova definição
de morfismos entre t–normas gera naturalmente a
noção de simetrias em t–normas. Seja T : L×L → L

uma t–norma em L, um automorfismo de T é um
par λ = (ψ,ϕ) de automorfismos de reticulados,
ψ : L×L → L×L e ϕ : L → L, tais que o seguinte
diagrama comuta.

L× L L× L

L L
?

-

?
-

T T

ψ

ϕ

Podemos distinguir dois tipos especiais de au-
tomorfismos. Um automorfismo de t–normas é
simples se é da forma (ψ, id), e é um produto se é
da forma (ϕ × ϕ,ϕ). Automorfismos de t–normas,
automorfismos simples e automorfismos produto de
T formam groups, denotados respectivamente por
Aut(T ), S(T ) e P (T ). A propriedade comutativa de
T implica que a função de troca ξ : (x, y) 7→ (y, x)
gera um automorfismo simples involutivo, e por-
tanto Z2 é um subgrupo de S(T ).

Vamos enunciar agora duas conjecturas sobre a
estrutura de Aut(T ). Sejam

NT = {ζ ∈ Aut(L× L) / (ζ, id) ∈ S(T )}

e

HT = {ϕ ∈ Aut(L) / (ϕ× ϕ,ϕ) ∈ P (T )} .

Conjectura 4.1 Every t-norm automorphism can
be written as a composition of a product automor-
phism and a simple automorphism.

Parte da prova. Seja λ = (ψ,ϕ) ∈ Aut(T ). Es-
creva ζ = ψ ◦ (ϕ× ϕ)−1, então

λ = (ζ, id) ◦ (ϕ× ϕ,ϕ) .

Falta provar que se λ = (ψ,ϕ) ∈ Aut(T ) então
(ϕ× ϕ,ϕ) ∈ Aut(T ).

A seguinte conjectura afirma que Aut(T ) é um
produto semidireto.

Conjectura 4.2 Seja

θ : HT → Aut(NT )
ϕ 7→ θϕ ,

onde

θϕ : NT → NT

ζ 7→ (ϕ× ϕ) ◦ ζ ◦ (ϕ× ϕ)−1 .

Então Aut(T ) = NT oθ HT .
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Parte da prova. Se λ = (ψ,ϕ) ∈ Aut(T ), escreva
λ = [ζ, ϕ] na representação dada pela Conjec-
tura 4.1. Se λ1 = (ψ1, ϕ1), λ2 = (ψ2, ϕ2), λ3 =
(ψ3, ϕ3) ∈ Aut(T ) são tais que λ3 = λ2 ◦ λ1,
usando a comutatividade dos diagramas vemos
que ψ3 = ψ2 ◦ ψ1 e ϕ3 = ϕ2 ◦ ϕ1. Calculemos
ζ3.

ζ3 = ψ3 ◦ (ϕ3 × ϕ3)
−1

= ψ3 ◦ (ϕ−1
3 × ϕ−1

3 )

= ψ3 ◦ [(ϕ2 ◦ ϕ1)
−1 × (ϕ2 ◦ ϕ1)

−1]

= ψ3 ◦ [(ϕ−1
1 ◦ ϕ−1

2 )× (ϕ−1
1 ◦ ϕ−1

2 )]

= ψ3 ◦ [(ϕ−1
1 × ϕ−1

1 ) ◦ (ϕ−1
2 × ϕ−1

2 )]

= ψ2 ◦ [ψ1 ◦ (ϕ1 × ϕ1)
−1] ◦ (ϕ2 × ϕ2)

−1

= ψ2 ◦ ζ1 ◦ (ϕ2 × ϕ2)
−1

= [ψ2 ◦ (ϕ2 × ϕ2)
−1] ◦

[(ϕ2 × ϕ2) ◦ ζ1 ◦ (ϕ2 × ϕ2)
−1]

= ζ2 ◦ θϕ2
(ζ1) .

Falta provar que θϕ ∈ Aut(NT ).

5 Categorias de t–normas em
reticulados limitados

Sejam To e Ta as categorias de t–normas cujos
morfismos são pares de morfismos λ = (ψ,ϕ) em
Lo e La respectivamente. Temos que To é uma sub-
categoria de MLo

, mas o mesmo não acontece com
Ta pois uma t–norma não é um morfismo em La.

Vamos mostrar que o produto direto existe nestas
duas categorias. Sejam TL e TM t–normas em L e
M respectivamente. Defina a operação

TL×M : (L×M)× (L×M) → L×M

por

TL×M ((x, u), (y, v)) = (TL(x, y), TM (u, v))

para todo (x, u), (y, v) ∈ L×M . Uma conta tediosa
mostra que TL×M é uma t–norma em L×M.

Pode se provar que λL : TL×M → TL e λM :
TL×M → TM , dados por λL = (πL × πL, πL) e
λM = (πM × πM , πM ) são morfismos de t–normas
que agem como projeções canônicas e que a terna
(TL×M , λL, λM ) possui a propriedade universal do
produto direto. No presente estamos estudando
como estender esta construção para pullbacks e pu-
shouts.

6 Conclusões
Este é um trabalho em andamento cujo obje-

tivo é explorar as diferenças entre as contruções

categóricas posśıveis que surgem do fato de po-
dermos definir de duas maneiras não equivalentes
morfismos entre reticulados limitados. Ao que pa-
rece cada uma das possibilidades tem suas vantagens
e desvantagens.

Definindo morfismos algebricamente reduzimos
o conjunto de morfismos posśıveis, o que parece
vantajoso para construir limites na correspondente
categoria de reticulados. No entanto, com esta
definição as t–normas não são morfismos, o que co-
loca a correspondente categoria de t–normas isolada
da categoria de morfismos. Com isto não é mais
posśıvel transladar por restrição construções da ca-
tegoria de morfismos à categoria de t–normas, nem
realizar extensões na direção inversa.

Por outro lado, ao definir morfismos com uma
relação de ordem se dificulta a construção de li-
mites na correspondente categoria de reticulados.
Em compensação, com esta definição as t–normas
são morfismos, o que faz da correspondente catego-
ria de t–normas uma subcategoria da categoria de
morfismos. Este fato apenas já serve para inspi-
rar uma definição geral de morfismo de t–normas,
extendendo as definições usadas na literatura, em
particular aquela apresentada em [1].

A nova definição de morfismo de t–normas gera o
conceito de simetrias de t–normas. Qual é a estru-
tura do grupo de simetrias de uma t–norma? Além
disso, o conjunto de t–normas num reticulado L é
um conjunto ordenado e limitado. Existe alguma
relação de ordem entre os correspondentes grupos
de simetria? Que informação sobre a estrutura do
reticulado L fornecem os grupos de simetria das t–
normas sobre L? No mı́nimo, estas questões mere-
cem ser examinadas.
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