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Abstract. MOPs are characterized by having no single solu-

tion and con�icting goals, a point where the solution does not

meet all the goals simultaneously. And there isn't a relation-

ship of order between the point solutions. We studied brie�y in

a methodology that helps decide what the best solution point.
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1. Introdução

Problema 1.1. [MOP]Denominamos Problema de Otimização Mul-

tiojetivo o seguinte problema

Mimizar (f1(x), . . . , fn(x))

Sujeito a x ∈ S

onde S é denominado conjunto viável, x ∈ S ⊂ Rm é um ponto
viável.
Uma caracteristica dos MOPs é a não existência de uma solução

única para os mesmos. No nosso caso as soluções estão de�nidos no
Rn o qual não possui uma relação de ordem bem de�nida. Desse
modo �ca difícil decidir qual o melhor ponto solução. Uma saida se-
ria encontramos uma função que de�nisse uma relação ordem entre
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os pontos pertecentes ao conjunto solução de forma a possamos es-
tabeler uma preferência. Uma boa idéia seria de�nir uma adequada
função utilidade.
De�nimos um problema de Tomada de Decisão.

Problema 1.2. [MDMP] Seja S∗ o cojunto solução do Problema

(1.1). Qual o melhor x∗ ∈ S∗?

Na vida real sempre nos deparamos com situações em que temos
que tomar alguma decisão diante de duas ou mais opções.
Para resolver o MDMP, temos antes que resolver o MOP e depois

establelecer e utilizar alguma informação para determinar o mel-
hor ponto solução do MOP. Neste trabalho utilizaremos o método
ε-restrito para resolver o MOP e estabeleceremos informação trade-
o� como meio para decidir qual a melhor solução do MOP e para
�nalizar faremos uma relação entre elas e os multiplicadores de KKT.

De�nition 1.3 (Pareto ótimo). Dado x∗ ∈ S, temos que x∗ é uma
solução Pareto ótimo do Problema (1.1), se não existe outro x ∈ S

tal que fi(x) ≤ fi(x
∗) para todo i = 1, . . . , k e no máximo uma das

desigualdades estritas.

De�nition 1.4 (Pareto ótimo fraco). Um vetor decisão x∗ ∈ S é
Pareto ótimo fraco se não existe outro x ∈ S tal que fi(x) < fi(x

∗)

para todo i = 1, . . . , k.

De�nition 1.5 (Pareto ótimo local). x∗ ∈ S é Pareto ótimo local
se existe δ > 0 tal que x∗ é Pareto ótimo em S ∩B(x∗, δ).

Theorem 1.6. Se o MOP é convexo então toda solução de Pareto

ótimo local é também Pareto ótimo global.

Existe outras extensões da de�nição de conjunto Pareto ótimo
para maiores informações consulte [1] e [2].

2. Gerando o Conjunto Solução

Para encontrar o conjunto Pareto ótimo devemos resolver o seguinte
problema.
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Problema 2.1 (Problema ε-restrito).

mininizar fl

sujeito a fj(x) ≤ εj para todo j = 1, . . . , k, j 6= l,

x ∈ S,

onde l ∈ {1, . . . , k}.

Estabelecemos agora alguns resultados que fazem uma conexão
entre o conjunto solução do Problema(2.1) e o conjunto Pareto ótimo
para o Problema(1.1). Para um estudo mais profundo consulte [1].

Theorem 2.2. A solução do Problema(2.1) é Pareto ótimo fraco.

Proof. Ver [3].
�

Theorem 2.3. x∗ ∈ S é Pareto ótimo do MOP se e somente se ele

é solução do Problema(2.1) para todo l = 1, . . . , k, onde εj = fj(x
∗)

para j = 1, . . . , k, j 6= l.

Proof. Ver [3].
�

Theorem 2.4. : x∗ ∈ S é Pareto ótimo se ele é solução unica do

Problema(2.1) para algum l com εj = fj(x
∗) para j = 1, . . . , k, j 6= l.

Proof. Ver [3]. �

Theorem 2.5. x∗ é Pareto ótimo local do MOP se x∗ é uma solução

estrita do Problema(2.1) para algum k.

Proof. Ver [3].
�

De�nition 2.6. Uma solução útopica y∗ ≡ (y∗1, . . . , y
∗
m) de um MOP

é de�nida como

y∗i = fi(x
i), i = 1, . . . ,m

onde,

xi = arg minx∈Sfi(x)
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Resolvendo m problemas mono-objetivos podemos obter valores de
fi, que são os ótimo individuais de cada objetivo, os quais compõem
o vetor y∗, correspodente a solução útopica do problema.
Paralelamente a essa operação, podemos determinar os piores val-

ores atingidos por cada objetivo quando um outro está no seu ótimo,
formando o vetor y0.
Cada Problema (2.1) é resolvido usando vetores resultantes de um

gerador de números aleatórios com distribuição de probabilidades
uniforme, atendendo a restrição y∗ ≤ ε ≤ y0.

3. Informação tradeoff

De�nition 3.1. Seja x, x∗ ∈ S. O tradeo� entre x e x∗ envolvendo
as funções fi e fj é de�nido como

Tij(x, x∗) =
fi(x)− fi(x

∗)

fj(x)− fj(x∗)

onde fj(x) 6= fj(x
∗).

De�nition 3.2. Tradeo� Tij(x, x∗) é chamada tradeo� parcial se
fj(x) = fj(x

∗) para todo l = 1, . . . , k e l 6= j, i. Quando fj(x) 6=
fj(x

∗) para no máximo um l, Tij(x, x∗) é chamada trade-o� total.

De�nition 3.3. Suponha que exista uma direção viável d em S. Se
o limite

tij(x
∗, d) = lim

α→0−
Ti,j(x

∗ + αd, x∗)

existe, dizemos que tij(x
∗, d) é uma taxa trade-o� em x∗ na direção

d envolvendo os objetivos fi e fj. No entanto, se fi e fj são ambas
classe C1 temos em x∗

tij(x
∗, d) =

∇fi(x
∗)T d

∇fj(x∗)T d

Theorem 3.4 (Teorema da Sensibilidade). Dado ε0 ∈ ε, x∗ resolve

o Problema(2.1) com λ∗kj sendo o multiplicador de KKT associado a

restrições fj(x) ≤ ε0
j , j 6= k. Se

(1) x∗ é um ponto regular das restrições do Problema(2.1),
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(2) as condições su�cientes de segunda ordem são sastifeitas em

x∗, e

(3) não existe restrições degeneradas em x∗, com λ∗kj = −∂fk(x
∗)

∂εj

para todo j 6= k.

Proof. Ver [1]. �

Corollary 3.5. : Se x∗ é Pareto ótimo do Problema(2.1) e sastisfaz

as hipotéses do Teorema(3.4), então existe uma vizinhança B(ε0) de

ε0, tal que para todo ε ∈ B(ε0), x(ε) resolve de forma única local-

mente o Problema(2.1), e é uma função de classe C1 com x(ε0) = x∗.

Corollary 3.6. : Suponha as hipoteses do Teorema(3.4) satisfeitas,

então existe uma vizinhaça B(ε0) de ε0, a�m de que para cada j com

λ∗kj > 0, fj(x(ε)) = εj para todo ε ∈ B(ε0).

Theorem 3.7. Um x∗ ∈ S∗ solução Pareto ótimo é uma solução

para o Problema(2.1), para algum ε∗ = (ε∗1, . . . , ε
∗
k−1)

T , tal que as

seguintes condições são satisfeitas

(1) x∗ é um ponto regular com respeito as restrições ativas do

problema,

(2) as condições su�cientes de segunda ordem são sastifeitas em

x∗, e

(3) todas as retrições ativas em x∗ são não-degeneradas.

λ∗j é o multiplicador de KKT correspodente à restrição fj(x
∗) ≤

εj, j = 1, . . . , k − 1. Assuma sem perda de generalidade que estas

restrições estão ordenadas de tal modo que λ∗j > 0 para todo j =

1, . . . , p e λ∗j = 0 para todo j = p+1, . . . , k−1. Baseado no Teorema

da Função Implícita [5] temos

a)Se p = k − 1( isto é, ε∗ = fj(x
∗) para todo j = 1, . . . , k − 1),

então existe uma vizinhança B(x∗) de x∗ e uma função de classe C1,

x(.) : Rk−1 → Rn de�nida em alguma vizinhança B(ε∗) ⊂ Rk−1 de

ε∗ tal que S∗ ∩B(x∗) ⊂ x(B(ε∗)) ⊂ S∗.

b)Se p = k−1 e B(x∗) é como em a), seja Zk =
{
(f1(x), . . . , fk(x))T |x ∈ S∗ ∩B(x∗)

}
e Zk−1 =

{
(f1(x), . . . , fk−1(x))T |x ∈ S∗ ∩B(x∗)

}
. Então existe uma
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função de classe C1, fk de�nida em Zk−1, tal que para cada (f1(x), . . . , fk(x))T ∈
ZK podemos encontrar fk(x) = fk(f1(x), . . . , fk−1(x))T . Além disso

∂fk

∂fj

(f1(x
∗), . . . , fk−1(x

∗)) = −λ∗j

para cada j = 1, . . . , k − 1.

c) Se 1 ≤ p < k−1 então seja Zk
ε =

{
(f1(x), . . . , fk(x))T |x ∈ x(B(ε∗))

}
.

Existe funções de classe C1, fp+1, . . . , fk−1 e fk de�nidas em B(ε∗)

tal que para cada (f1(x), . . . , fk(x))T ∈ Zk
ε , temos

f j(x) = f j(f1(x), . . . , fp(x), ε∗p+1, . . . , ε
∗
k−1), para todo j = p+1, . . . , k.

Além disso para cada i = 1, . . . , p temos

∂fk

∂fi

∣∣∣
ε=ε∗

= −λ∗j =
∇fk(x

∗)T di

∇fi(x∗)T di

onde di é a direção de
∂x(ε∗)

∂εi

, e para cada j = p+1, . . . , k−1 temos

∂f j

∂fi

∣∣∣
ε=ε∗

= ∇fj(x
∗)T ∂x(ε∗)

∂εi

Proof. : Ver [5].
�

4. Conclusão

É possivel transformamos um problema Multiobjetivo em um prob-
lema Escalar, onde conhecemos bons métodos de resolução e temos
que o conjunto solução de um problema transformado está rela-
cionado ao conjunto solução do outro. Temos um tipo de informação
denominada tradeo� que pode ser usada para tomar decisões entre
pontos de um conjunto solução. Estas informações pode ser obtida
da própria estrutura do método de resolução do problema transfor-
mado e a mesma possui uma relação com os famosos multiplicadores
de KKT responsáveis pela determinação de pontos ótimos em prob-
lemas escalares.
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