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Resumo

Neste trabalho analisamos as propriedade algébricas
nos números fuzzy munidos das operações ar-
itméticas. Verificamos que que os números fuzzy
com a adição, assim como com a multiplicação, são
um monoide comutativo. O problema que se verifica
que essas operações não têm inversos o que acaba
com qualquer possibilidade de constituir estruturas
algébricas mais ricas. No intuito de superar (par-
cialmente) este problema, usamos a teoria da igual-
dade local de Santiago, e mostramos que os números
fuzzy, munidos das operações aritméticas na abor-
dagem de α-cortes, constituem um corpo local, ou
seja uma estrutura algébrica onde os axiomas de um
corpo são relaxados por considerar essa igualdade
local ao invés da igualdade usual.
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Introdução

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida por
Lotfi Zadeh em 1965 [20] com a intenção de lidar
com conjunto envolvendo conceitos vagos, tais como
o conjunto das pessoas altas. Desde então esta teo-
ria tem sido alvo de intensa pesquisa e novos sub-
domı́nios foram acrescentados tais como lógica di-
fusa, reconhecimento de padrões fuzzy, topologia
fuzzy, linguagens formais e computabilidade fuzzy,
sistemas especialistas e de controle fuzzy, números
e aritmética fuzzy, etc. Em particular, o conceito
de números fuzzy surgiu em 1978 com os trabal-

hos de Nahmias [14] e Dubois e Prade [7], porém o
primeiro texto que aborda de forma profunda e rig-
orosa a aritmética fuzzy foi o livro de Kaufmann
e Gupta [10] e desde então tem sido alvo de in-
tensas pesquisas e de aplicações. Por exemplo, en-
contramos aplicações de números fuzzy em Geologia
[5], em eletricidade [19], em engenharia [8], admin-
istração financeira [16], etc.

Existem diversas noções sutilmente diferentes
para o conceito de números fuzzy (veja por exemplo
[4, 8, 11, 12, 15]). Nos adotaremos neste artigo a
definição dada em [4].

Existem basicamente duas definições equiva-
lentes, para as operações aritméticas entre números
fuzzy: uma baseada nos α-cortes e a outra baseada
no prinćıpio da extensão de Zadeh [4]. Aqui adotare-
mos a primeira abordagem.

Neste trabalho analisamos as propriedade
algébricas nos números fuzzy munidos das operações
aritméticas. Verificamos que que os números fuzzy
com a adição, assim como com a multiplicação,
são um monoide comutativo. O problema que se
verifica que essas operações não têm inversos o
que acaba com qualquer possibilidade de constituir
estruturas algébricas mais ricas. Um problema
similar ocorre com a aritmética interval, uma gen-
eralização dos números reais proposta por Moore
para se fundamentar computações intervalares
onde há um controle rigoroso dos erros produzidos
por arredondamentos e truncamentos [13]. Em
[6], Callejas-Bedregal et al. mostraram que ao
se relaxar a noção de igualdade para a igualdade
local proposta por [17], as propriedades algébricas
dos números reais são preservadas na aritmética
intervalar.

Neste trabalho, mostramos que os números fuzzy,
munidos das operações aritméticas na abordagem de
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5o Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional
20 a 22-Novembro-2008

Universidade federal do Rio Grande do Norte - Natal/RN

α-cortes, constituem um corpo local, ou seja uma
estrutura algébrica onde os axiomas de um corpo
são relaxados por considerar essa igualdade local ao
invés da igualdade usual.

1 Números Fuzzy

Um subconjunto fuzzy A de um universo U (con-
junto clássico) é uma função U → [0, 1]. Como
usual na literatura, usaremos A como um rótulo
lingǘıstico e µA para a função, também chamada
de função de pertinência por indicar quanto um
elemento pertence ao conjunto fuzzy. Quando o
universo estiver impĺıcito o for irrelevante, simples-
mente chamaremos A de conjunto fuzzy. Um con-
junto fuzzy A é normal, se existe ao menos um
elemento x ∈ U tal que µA(x) = 1. Dado qualquer
α ∈ (0, 1], o α-corte de um conjunto fuzzy A, é o
conjunto clássico

Aα = {x ∈ U/µA(x) = 1}. (1)

Observe que qualquer conjunto fuzzy é completa-
mente determinado pelos seus α-cortes. O suporte
de um conjunto fuzzy A é o conjunto

S(A) = {x ∈ U/µA(x) 6= 0}. (2)

O núcleo de um conjunto fuzzy A é o conjunto

N(A) = {x ∈ U/µA(x) = 1}. (3)

Um conjunto fuzzyA de Rn é convexo se todos seus
α-cortes são conjuntos convexos (clássicos). Um
número fuzzy [4] é um conjunto fuzzy A de R tal
que

1. A é normal;

2. A é convexo;

3. µA é semi-cont́ınua superior1

4. S(A) é limitado.

Observe que para qualquer conjunto fuzzy A sobre
R, µA é semi-cont́ınua superior se e somente se Aα

é fechado para todo α ∈ (0, 1]. Assim, para cada
α-corte de um número fuzzy A temos que

Aα = [AL
α,AR

α ] (4)

para algum valor AL
α ∈ [0, 1] e AR

α ∈ [0, 1]. Analoga-
mente como todo conjunto clássico é um conjunto
fuzzy, chamado de “crisp”, temos que cada número
real, pode ser visto como um número “crisp”. Seja
r ∈ R, então o conjunto fuzzy (crisp) r tem a
seguinte função de pertinência:

µr(x) =
{

1 se x = r
0 se x 6= r

1Uma função f : R → R é semi-cont́ınua superior, se para
todo α ∈ (0, 1], o conjunto {x/f(x) ≥ α} é fechado [15].

2 Igualdade Local

Seja A um conjunto e {0, 1} o conjunto Booleano.
A relação de igualdade “=” sobre A satisfaz os
seguintes axiomas:

1. x = x (reflexividade);

2. x = y ⇒ y = x (simetria);

3. x = y ∧ y = z ⇒ x = z (transitividade).

Em [18], Dana Scott propus uma axiomatização al-
ternativa para igualdade, que hoje em dia é con-
hecida como igualdade simples de Scott, que
lide com objeto parcialmente definidos. Para tal,
substituiu o axioma da reflexividade por

(refl) x = x ⇔ def(x) (5)

onde def(x) significa que x está definido.
Este axioma se baseia no fato que quando lidamos

com objetos que estão parcialmente definidos, a lei
da reflexividade pode não fazer sentido numa teoria
formalizada. Por exemplo, 1

a = 1
a não faz sentido em

todos os anéis. O axioma refl pode ser lido como:
“Se podemos disser que x é igual si mesmo, então
podemos afirmar que x existe e se x existe, então
é igual a si mesmo”. Regivan Santiago em [17],
estendeu a igualdade simples de Scott por consid-
erar uma noção de consistência tornando essa igual-
dade uma relação de equivalência enfraquecida. Seja
D = 〈D,≤〉 um conjunto parcialmente ordenado.
Dizemos que dois elementos a e b de D são consis-
tentes, denotado por a _̂ b, se existe um elemento
c ∈ D tal que a ≤ c e b ≤ c. Consistência satis-
faz os axiomas da reflexividade e refl, uma vez que
x _̂ x, assim como também satisfaz o axioma da
simetria uma vez que x _̂ y ⇒ y _̂ x. Porém, con-
sistência não satisfaz o axioma da transitividade.
Para superar este problema, Santiago incluiu uma
precondição para este axioma dando assim origem à
teoria da igualdade local de Santiago. Os axiomas
para a igualdade local sobre um conjunto A rel-
ativo a uma operação parcial binária ∨ sobre A, a
qual é comutativa e associativa, são:

1. x
Loc= x ⇔ def(x) (refl);

2. x
Loc= y ⇒ y

Loc= x (simetria);

3. def(x ∨ z) ⇒ (x Loc= y ∧ y
Loc= z → x

Loc= z)
(transitividade local).

Assim, esta igualdade enfraquece a transitividade da
igualdade simples de Scott, de uma forma análoga
ao enfraquecimento feito por Scott da reflexividade
na igualdade usual. Observe que se Loc= é uma igual-
dade local sobre um conjunto A e x = y para algum
x, y ∈ A, então, pela propriedade (refl) (x e y são
os mesmos elementos!!), x

Loc= y.
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3 Álgebras Locais

É possible generalizar a noção clássica de estru-
turas algébricas, tais como grupo, anel e corpo con-
siderando a igualdade local no lugar da igualdade
usual [6]. Seja Loc= uma igualdade local sobre um
conjunto D relativo a uma operação binária parcial
∨ e duas operações binárias, + e ∗ sobre D. Con-
sidere as seguinte propriedades:

1. a + (b + c) Loc= (a + b) + c para cada a, b, c ∈ D;

2. Existe um único elemento 0 ∈
D tal que para cada a ∈ D,
a + 0 Loc= a

Loc= 0 + a;

3. Para cada a ∈ D, existe um elemento (−a) ∈ D

tal que a + (−a) Loc= 0 Loc= (−a) + a e para
qualquer b ∈ D satisfazendo a+b

Loc= 0 Loc= b+a,
temos que b

Loc= −a;

4. a + b
Loc= b + a para cada a, b ∈ D;

5. a∗(b+c) Loc= (a∗b)+(a∗c) para cada a, b, c ∈ D;

6. a ∗ (b ∗ c) Loc= (a ∗ b) ∗ c para cada a, b, c ∈ D;

7. Existe um único elemento 1 ∈
D tal que para cada a ∈ D,
a ∗ 1 Loc= a

Loc= 1 ∗ a;

8. a ∗ b
Loc= b ∗ a para cada a, b ∈ D;

9. Para cada a ∈ D, se a 6Loc= 0, então existe um
elemento a−1 ∈ D tal que a∗a−1 Loc= 1 Loc= a−1∗
a e para qualquer b ∈ D satisfazendo a ∗ b

Loc=
1 Loc= b ∗ a, temos que b

Loc= a−1.

A estrutura D = 〈D,
Loc= ,+〉 é um grupo local se

satisfaz as propriedades 1,2 e 3. D é um grupo
local abeliano se é um grupo local e satisfaz a
propriedade 4. A estrutura D = 〈D,

Loc= ,+, ∗〉 é um
anel local se 〈D,

Loc= ,+〉 é um grupo abeliano local
e satisfaz as propriedades 5 e 6. D é um anel local
comutativo se D é um anel local e satisfaz a pro-
priedade 8. D é um anel local comutativo com
unidade se D é um anel local comutativo e satisfaz
a propriedade 7. D é um corpo local se satisfaz
todas as propriedades. Observe que nesta definição
a condição de unicidade é relativa à igualdade local.

4 O Corpo Local dos Números
Fuzzy

Sejam A e B dois números fuzzy. Para cada α ∈
(0, 1] defina

Aα + Bα = [AL
α + BL

α ,AR
α + BR

α ] (6)

Aα · Bα = [min A,max A] (7)

onde A = {AL
α · BL

α ,AL
α · BR

α ,AR
α · BL

α ,AR
α · BR

α }.
Definimos a soma e a multiplicação entre números
fuzzy como sendo os conjuntos fuzzy tais que seus
α-cortes são determinados por

(A+ B)α = Aα + Bα and (A · B)α = Aα · Bα (8)

Assim, (A+B)L
α = AL

α +BL
α , (A+B)R

α = AR
α +BR

α ,
(A·B)L

α = min{AL
α ·BL

α ,AL
α ·BR

α ,AR
α ·BL

α ,AR
α ·BR

α } e
(A·B)R

α = max{AL
α ·BL

α ,AL
α ·BR

α ,AR
α ·BL

α ,AR
α ·BR

α }.

Proposição 4.1 Sejam A e B dois números fuzzy
e α ∈ (0, 1]. Então

(A+ B)α = {x + y ∈ U/x ∈ Aα e y ∈ Bα} e

(A · B)α = {xy ∈ U/x ∈ Aα e y ∈ Bα}.

Demonstração: Trivialmente (A+B)α ⊆ {x+y ∈
U/x ∈ Aα e y ∈ Bα} e A · B)α ⊆ {xy ∈ U/x ∈
Aα e y ∈ Bα}. O outro lado, sai direto da con-
tinuidade (teorema do valor médio) das operações
soma e multiplicação em R. �

Seja z o conjunto de todos os números fuzzy. A
seguir mostraremos as propriedades algébricas deste
conjunto munido das operações de soma e multi-
plicação definidas nesta seção.

Proposição 4.2 〈z,+〉 e 〈z, ·〉 são monóides co-
mutativos.

Demonstração: A associatividade e comutativi-
dade de ambos sai direto da comutatividade e asso-
ciatividade da soma e multiplicação em R junto com
a proposição 4.1. Por outro lado, sejam os números
crisp 0 e 1. Claramente, (A + 0)α = Aα + 0α =
[AL

α + 0,AR
α + 0] = Aα. Analogamente, é posśıvel

provar que (A·1)α = Aα. Logo, os números crisp 0
e 1 são elementos neutros da soma e multiplicação
em z. �

Observe que as operações são fortemente deter-
minadas pelas operações entre os α-cortes, que no
caso de números fuzzy são intervalos fechados. Por-
tanto, a aritmética fuzzy herda, de alguma forma,
as mesmas propriedades algébricas da aritmética in-
tervalar [13, 9]. Isto faz com que números fuzzy não
possuam inverso aditivo nem multiplicativo, assim
como, também não satisfazem a propriedade de dis-
tributividade. Portanto não constituem nem sequer
um grupo. Porém, como visto na seção 3, é posśıvel
estender a noção de estruturas algébricas usuais, tais
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como grupos, anéis e corpos, relaxando a noção de
igualdade, para a noção de igualdade local intro-
duzida em [17]. Defina a operação parcial binária
sobre conjuntos fuzzy por

µA∨B(x) = min(µA(x), µB(x)) (9)

Observe que esta operação é comutativa e as-
sociativa, mas não é fechada em z. De fato, se
N(A) ∩ N(B) = ∅ então N(A ∨ B) = ∅ e portanto
A∨B não seria normal o que implica que não seria
um número fuzzy.

Proposição 4.3 Sejam A e B dois números fuzzy.
A∨B é um número fuzzy se, e somente se, N(A)∩
N(B) 6= ∅.

Demonstração: (⇒) Se A ∨ B é um número
fuzzy então N(A ∨ B) 6= ∅. Se x ∈ N(A ∨ B)
então µA∨B(x) = min(µA(x), µB(x)) = 1 e por-
tanto, µA(x) = 1 e µB(x) = 1 o que implica que
x ∈ N(A) ∩N(B). Portanto, N(A) ∩N(B) 6= ∅.

(⇐) Se N(A) ∩ N(B) 6= ∅, então N(A) 6= ∅ e
N(B) 6= ∅ o que implica que existe x ∈ R tal que
µA(x) = 1 e µB(x) = 1 e portanto, pela equação
(9), µA∨B(x) = 1. Logo, N(A ∨ B) 6= ∅ que implica
que A ∨ B é normal.

Por outro lado, (A ∨ B)α = Aα ∪ Bα. Como 1 ∈
Aα ∩ Bα então

(A ∨ B)α = [max{AL
α,BL

α},max{AR
α ,BR

α }]. (10)

A equação (10), fornece uma caracterização dos
α-cortes de A∨B. Por tanto, temos que os α-cortes
de A ∨ B são intervalos fechados, e portanto con-
vexos.

Direto da definição de semi-continuidade e da
equação (10), temos que A ∨ B é semi-cont́ınua.

Finalmente,
x ∈ S(A ∨ B) ⇔ µA∨B(x) 6= 0 Eq. (2)

⇔ min(µA(x), µB(x)) 6= 0 Eq. (9)
⇔ µA(x) 6= 0 ∧ µB(x) 6= 0
⇔ x ∈ S(A) ∧ x ∈ S(B) Eq. (2)
⇔ x ∈ S(A) ∪ S(B)

Portanto, como S(A) e S(B) são limitados, então
S(A ∨ B) também é limitado. �

Sejam A e B dois números fuzzy. Dizemos que
A é localmente igual a B relativo a ∨, denotado por
A Loc= B, se para todo α-corte temos que AL

α ≤ BL
α ≤

AR
α ou BL

α ≤ AL
α ≤ BR

α .

Teorema 4.1 Sejam A e B dois números fuzzy.
A Loc= B se, e somente se, N(A) ∩N(B) 6= ∅.

Demonstração: (⇒) Se A Loc= B, então por
definição AL

1 ≤ BL
1 ≤ AR

1 ou BL
1 ≤ AL

1 ≤ BR
1 , e por-

tanto N(A) ∩N(B) 6= ∅. (⇐) Se N(A) ∩N(B) 6= ∅
então como todo α-corte contém o núcleo, ou seja
N(A) ⊆ Aα e N(B) ⊆ Bα, temos que Aα ∩ Bα 6= ∅.

Assim, uma vez que α-cortes de números fuzzy são
intervalos fechados, AL

α ≤ BL
α ≤ AR

α ou BL
α ≤ AL

α ≤
BR

α . �

Corollary 4.1 Loc= é uma igualdade local sobre z
relativa a ∨.

Demonstração: Direto do teorema 4.1, Loc= satisfaz
as propriedades de reflexividade e simetria local. Já
a transitividade local, sai direta também desse teo-
rema junto com o fato que def(A ∨ B) é o mesmo
que dizer A∨B ∈ z, o qual, pela proposição 4.3, so
vai ocorrer, se N(A) ∩N(B) 6= ∅. �

Teorema 4.2 〈z,
Loc= ,+, ·〉 é um corpo local.

Demonstração: A comutatividade local, associa-
tividade local e elementos neutros locais da soma e
multiplicação saem de forma análoga à proposição
4.2. Portanto so faltaria provar que a soma e pro-
duto têm inversos locais e que são distributivas.

1. Inverso Local da Soma: Seja A um
número fuzzy. Defina −A como sendo o
número fuzzy tal que µ−A(x) = µA(−x).
Note que para todo α-corte temos que
(−A)α = [−(AR

α ),−(AL
α)]. Portanto,

(A+ (−A))α = Aα + (−A)α

= [AL
α − (AR

α ),AR
α − (AL

α)]
Como AL

α ≤ AR
α então AL

α − (AR
α ) ≤ 0 ≤

AR
α − (AL

α) e portanto, N(A) ∩ N(0) =
N(A) ∩ [0, 0] 6= ∅. Logo, A+ (−A) Loc= 0.

2. Inverso Local da Multiplicação: Análogo ao an-
terior.

3. Distributividade Local da Multiplicação sobre
a Soma:
(A · (B + C))α = Aα · (Bα + Cα)

= Aα · [BL
α + CL

α ,BR
α + CR

α ]
= [min A,max A]

onde
A = {AL

α ·(BL
α +CL

α ),AL
α ·(BR

α +CR
α ),AR

α ·(BL
α +

CL
α ),AR

α · (BR
α + CR

α )}.
Como AL

α ·(BL
α +CL

α ) = AL
α ·BL

α +AL
α ·CL

α ) então
minA ≤ AL

α ·BL
α +AL

α ·CL
α ) ≤ max A e portanto,

(A·(B+C))L
α ≤ (A·B+A·C)L

α ≤ (A·(B+C))R
α .

Logo, A · (B + C) Loc= A · B +A · C.

4. Distributividade Local da Soma sobre a Multi-
plicação: Análogo ao anterior. �

5 Conclusões
Neste trabalho mostramos que números fuzzy mu-
nidos das operações de adição e multiplicação,
na abordagem de α-cortes, constituem apenas um
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monóide comutativo e portanto são algebricamente
pobres. De fato, como foi observado, por α-cortes
serem intervalos fechados, números fuzzy herdam as
propriedades algébricas da matemática intervalar.

Por outro lado, uma vez que números fuzzy são
números reais que incorporam incertezas, então um
mesmo número pode ter mais de um número fuzzy
associado. Assim, resulta razoável que dois números
fuzzy sejam “iguais” se ambos representam o mesmo
número. Este tipo de igualdade é capturada com
a teoria da igualdade local introduzida por Santi-
ago em [17]. Em [6] as noções usuais de estru-
turas algébricas foram enfraquecidas substituindo
a igualdade usual pela local nos axiomas da estru-
tura. Neste trabalho, mostramos que os números
fuzzy constituem de fato um corpo local com o qual
recuperamos, de forma enfraquecida, a estrutura
algébrica dos números reais.
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