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Resumo

Neste trabalho, são apresentados alguns conceitos
básicos sobre algoritmos genéticos e sua modelagem
por Cadeias de Markov finitas. Esse processo é feito
em três operações: seleção, cruzamento e mutação.
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Introdução

Algoritmos genéticos (AG’s) são freqüentemente
usados para atacar problemas de otimização
estáticos do tipo

max{f(b)|b ∈ Bl}, (1)

em que 0 < f(b) < ∞, para todo b ∈ Bl = {0, 1}l e
f não é a função constante. As cadeias de Markov
oferecem um modelo apropriado para analisar AG’s.

Um algoritmo genético consiste em uma n-upla
de strings binárias bi de comprimento l, onde
os bits de cada string são considerados genes do
cromossomo de um indiv́ıduo e onde a n-upla de
cromossomos constitui uma população. Seguindo
a terminologia da evolução orgânica, as operações
executadas na população são chamadas de seleção,
cruzamento e mutação. Cada indiv́ıduo bi re-
presenta uma posśıvel solução do problema (1)
e o valor da sua função objetivo f(bi) é dito ser
sua adaptabilidade (fitness) a qual será maximizada.

Quando é usada a chamada seleção proporcional,
a população da próxima geração é determinada por
n experimentos randômicos independentes. A pro-
babilidade que o indiv́ıduo bi seja selecionado da n-
upla (b1, b2, ..., bn) para ser um membro da próxima

geração a cada experiência é dada por

P (bi ser selecionado) =
f(bi)

n∑
j=1

f(bj)

> 0 (2)

O cruzamento permite a troca de material
genético entre os indiv́ıduos da população. O ope-
rador de cruzamento é aplicado com alguma proba-
bilidade pc ∈ [0, 1] a fim de construir uma string a
partir de pelo menos duas outras strings randomi-
camente escolhidas. Se, por exemplo, o cromossomo
tem tamanho l um ponto dentre 1, ..., l − 1 é esco-
lhido aleatoriamente, e a partir desse ponto as in-
formações genéticas dos pais serão trocadas dando
origem a descendentes que carregam as informações
genéticas dos pais.

Figura 1: Exemplo de um cruzamento.

A mutação opera independentemente em cada in-
div́ıduo perturbando probabilisticamente cada bit
na string. O evento de que o j-ésimo bit do i-ésimo
indiv́ıduo seja mudado é estocasticamente indepen-
dente e acontece com probabilidade pm ∈ (0, 1).
Por exemplo, a probabilidade de que a string b =
(00000) transite para a string b′ = (10110) através
da mutação é

pm ·(1−pm) ·pm ·pm ·(1−pm) = p3
m ·(1−pm)2. (3)

Cadeias de Markov finitas
Definição 1 Chamamos processo estocástico a
uma seqüência de variáveis aleatórias Xn : Ω −→ R
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definidas sobre um mesmo espaço de probabilidade.

O conjunto de todos os valores posśıveis de um
processo estocástico é chamado de espaço de es-
tados. Uma cadeia de Markov é um processo es-
tocástico que modela os fenômenos que possuem a
propriedade de Markov.

Definição 2 Um processo estocástico {Xn}n∈N
possui a propriedade de Markov se

P (Xn = in|Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) =
= P (Xn = in|Xn−1 = in−1),

para todo n.

Uma cadeia de Markov é dita ser finita quando o
espaço de estados E é finito. A probabilidade pij(t)
é chamada de probabilidade de transição de i para
j no passo t. Se as probabilidades de transição são
independentes de t, isto é, pij(t) = pij(s) para todo
i, j ∈ E e para todo s, t ∈ N, então a cadeia de
Markov é dita homogênea.

As probabilidades de transição de uma cadeia de
Makov homogênea finita podem ser representadas
por uma matriz P = (pij), onde pij ∈ [0, 1] e

|E|∑
j=1

pij = 1,

para todo i ∈ E.

Modelagem do algoritmo
genético por cadeias de Markov

O AG pode ser descrito como uma cadeia de
Markov: O estado do AG na próxima etapa do
algoŕıtmo só depende dos genes dos indiv́ıduos
no instante anterior ao passo. Cada elemento do
espaço de estados E pode ser considerado como
a representação binária de um número de inteiro
não-negativo.

Teorema 1 As mudanças probabiĺısticas dos genes
dentro da população causadas pelos operadores
genéticos são capturadas pela matriz de transição P
que pode ser decomposta em um produto de matrizes
estocásticas P = SCM , onde S, C e M descrevem
as transições intermediárias causadas pela seleção,
cruzamento e mutação, respectivamente.

Demonstração. Tendo em vista que o algoritmo
genético realiza sobre uma população, em cada
geração e nesta ordem, uma seleção, um cruza-
mento e uma mutação, cujas matrizes de transição
serão representadas, respectivamente, por S, C e
M , conseqüentemente, a matriz de transição P ,
resultante de uma geração, será representada pelo

produto SCM . Sendo assim, o elemento P (i, j)
será dado pela probabilidade de chegada ao estado
j dado que se encontrava no estado i e é obtido
pelo produto

∑
k∈E

∑
t∈E

S(i, k)C(k, t)M(t, j) cujos

fatores são respectivamente as probabilidades de
seleção, cruzamento e mutação, de chegada ao
estado correspondente à segunda componente dado
que partiu do estado correspondente à primeira
componente.

Para se obter a matriz P , define-se as variáveis
aleatórias Xs, Xc, e Xm que representam os esta-
dos de seleção, cruzamento e mutação respectiva-
mente. Considerando E o espaço de estados desse
processo, X0 a variável aleatória que representa o es-
tado inicial do processo, e os operadores de seleção,
de cruzamento e de mutação, tem-se

P (Xm = j|X0 = i) =

=
P (Xm = j,X0 = i)

P (X0 = i)

=
∑
k∈E

P (Xm = j,Xs = k, X0 = i)
P (X0 = i)

=
∑
k∈E

∑
t∈E

P (Xm = j,Xc = t, Xs = k, X0 = i)
P (X0 = i)

=
∑
k∈E

∑
t∈E

P (Xm = j|Xc = t, Xs = k,X0 = i)

P (Xc = t|Xs = k,X0 = i)P (Xs = k|X0 = i)
=

∑
k∈E

∑
t∈E

S(i, k)C(k, t)M(t, j)

= SCM(i, j).

Então, a condição de que P = SCM é satisfeita.

Definição 3 Dizemos que uma matriz é positiva
quando todos os seus elementos são positivos.

Definição 4 Dizemos que uma matriz quadrada é
matriz estocástica quando todos os elementos são
não negativos e a soma dos elementos de cada linha
é igual a 1.

Teorema 2 A matriz P obtida no teorema anterior
é positiva.

Demonstração. Por M ser positiva e SC ser
estocástica temos que P = SCM é positiva.

Um resultado bastante conhecido na teoria de
cadeias de Markov é o seguinte.

Teorema 3 Toda cadeia de Markov homogênea ir-
redutivel, aperiódica com espaço de estados finito é
convergente.

Teorema 4 A cadeia de Markov representada pela
matriz P acima é convergente.

Demonstração. Como P é positiva, temos que
ela é irredut́ıvel e aperiódica. Como ela é finita,
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irredut́ıvel e aperiódica, o teorema anterior nos
garante que ela é convergente.

A pergunta que surge naturalmente é: ela con-
verge quase certamente para o ponto de máximo
procurado? Mostraremos através de exemplos, uti-
lizando funções simples e um número pequeno de
pontos que tal situação não ocorre.

Exemplo da construção das ma-
trizes de transição de um AG

Nesta seção apresentamos os gráficos da probabili-
dade de o ponto de máximo da função objetivo per-
tencer a população ao longo do tempo. Veremos que
mesmo nos utilizando de funções simples a proba-
bilidade da população conter o ponto de máximo
converge, mas não converge para 1.

Os algoritmos para a construção da ma-
triz de seleção, cruzamento e mutação, bem
como os gráficos abaixo foram executados
no programa MATLAB 6.5. Deixamos os
algoŕıtmos das matrizes dispońıveis no site
http://br.geocities.com/algenetico a fim de não
ocupar muito espaço neste resumo.

Nossos exemplos são compostos por uma popula-
ção de 3 elementos onde o espaço de busca é com-
posto de 8 pontos.
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para Controle de Velocidade de Motor de
Indução trifásico”. XIII CBA (XIII Congresso
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