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Resumo

A biblioteca IntPy, apresentada neste trabalho, for-
nece um framework para a matematica intervalar

com exatidao maxima desenvolvido como software
livre usando a linguagem de programagao Python.

Esta linguagem foi escolhida por ser especialmente
adaptada ao trabalho cientifico devido a sua sintaxe
simples aliada com a grande expressividade possi-
bilitada pela alta abstracao e pluralidade de para-
digmas que a caracteriza. Além disso, por também
ser software livre e gozar de grande popularidade na
comunidade de computagao cientifica, a escolha de
Python torna a IntPy uma alternativa vidvel e de
baixo custo aos grandes pacotes intervalares base-
ados em software proprietario (INTLAB, intpakX),
permitindo assim maior popularizacao da técnica in-
tervalar.
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Introducao

Problemas numéricos em circuitos digitais originam-
se, primordialmente, da impossibilidade de se ope-
rar com o conjunto dos numeros reais de forma
direta uma vez que é necessario discretizd-lo. O
sistema de ponto flutuante [6] é uma aproximagao
préatica dos numeros reais. Infelizmente, como sis-
tema algébrico, é extremamente pobre quando com-
parado com os reais.

Atualmente, uma abordagem bastante difundida
para a solucao de problemas numéricos com foco na
exatidao é a matemética intervalar [8, 9]. Além dos
erros associados a discretizagdo (arredondamento,
truncamento), a matemadtica intervalar também é
adaptada para tratar imprecisoes associadas as
grandezas de trabalho (altura, peso, tempo, tempe-
ratura, etc.), o que a torna especialmente atraente
na modelagem computacional de eventos fisicos.

A matemadtica intervalar fornece uma ferramenta
para estimar e controlar erros numéricos automati-

camente. Ao invés de aproximar um numero real x
por um numero de maquina, x é aproximado por
um intervalo X = [z1,x2] tal que x € X e zq,
To sao numeros de maquina. A amplitude de X,
r9 — x1, pode ser utilizada como uma medida de

qualidade da aproximacao. Dessa forma, X prové
informacao acerca da exatidao do valor computado
possibilitando manter controle sobre o erro.

Este trabalho apresenta o framework IntPy para
a matematica intervalar escrito como software livre
usando a linguagem de programacao Python [16].
Python incorpora os principais atributos de uma lin-
guagem computacional de cunho cientifico como sin-
taxe clara, alta abstracao de dados e procedimentos,
construgoes apropriadas ao manejo matematico, so-
brecarga de operadores, pluralidade de paradigmas
e interatividade, o que justifica sua escolha. Além
disso, as caracteristicas de multi-plataforma e livre
distribuicao implicam em alta acessibilidade, tor-
nando o IntPy uma alternativa viavel e de baixo
custo aos grandes pacotes intervalares baseados em
software proprietdario (INTLAB, intpakX), permi-
tindo assim maior popularizagao da técnica interva-
lar.

Este texto estd organizado em quatro secoes su-
marizadas como segue. A segunda sec¢ao introduz a
matematica intervalar definindo o espago dos inter-
valos, a aritmética, a exatidao maxima, bem como
fungoes auxiliares como ponto médio, didmetro,
distancia de Hausdorff, etc. A terceira secdo des-
creve os detalhes de implementacdo do framework.
A quarta secao mostra exemplos de uso do IntPy e
o compara com o pacote intervalar PyInterval [4].
A quinta secao conclui com as consideracoes finais.

A Matematica Intervalar

No que se segue, todas as estruturas da matematica
intervalar implementadas pelo framework IntPy sao
definidas.

O Espaco dos Intervalos

O conjunto de todos os x € R satisfazendo a
condigao a; < z < ag é chamado um intervalo [8, 9]
e é denotado por:

[a1,05) ={z € R | a1 <z < az}

O espaco dos intervalos, IR, é, entao:
IR = {[al,ag] | ar < az Naj,as € R}

Sejam X = [z1,22], Y = [y1,¥y2], Z = [21,22] €
W = [wl,wg].
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Igualdade

Os intervalos X e Y sdo iguais se e sé se x1 = y; e
L2 = Y2.

Relagoes de Ordem

Existem varias relacoes de ordem intervalares des-
critas na literatura. Entre elas, tem-se a extensao
intervalar da relacao de ordem real < definida por
Moore [8, 9] como segue:

X<Y & ara<yr

Outra relagao de ordem é dada por:
X<Y&r <yi Az <y

Uma vez que intervalos também sao conjuntos, as
relagoes usuais se aplicam.

Aritmética

As operacoes aritméticas no espago dos intervalos
IR [11, 8, 9] sdo definidas por:

(i) X+Y =
(i) X xY =

(21 + Y1, 22 + Yo
[min(o), maz(o)]
onde 0 = {x1y1, T1Y2, T2y1, T2y2 }-

Complementarmente, sao definidos os elementos
negativo e reciproco, respectivamente:

(i) =X = [~x9,—11] ={—2 |z € X}
(iv) %:[i,i]:[%|x€X/\0¢X]
Assim:

v) X —Y =X + (-Y)
(Vi) X +Y =X x &

Exatidao Maxima

A primeira questao que se impde a qualquer tenta-
tiva de implementacao da aritmética intervalar em
computadores é o fato de que o espago de inter-
valos ndo é mais definido sobre os reais, mas sim

sobre o sistema de ponto flutuante. E necessario,
portanto, utilizar-se de método que garanta a in-

clusao do regultado verdadeiro no resultado interva-
lar. Esse método é a aritmética de exatidao méxima

[5, 6,7
Aplicada & matematica intervalar, a aritmética de
exatidao maxima redefine a aritmética intervalar de

modo que:
(i) X+Y =

(i) X xY =

[V(z1+ 1), A2 + y2)]
[min(7o), maz(Ao)]

onde v/ e /A constituem os arredondamentos direci-
onados do sistema de ponto flutuante.

Outras Definigoes

O valor absoluto de um intervalo X é definido por:

|X| = mam{‘xl‘a |z2|}

e seu diametro por:
w(X) = x5 — 21
Define-se também o ponto médio de X:

1
§(I1 + z2)

Objetivando transformar IR em espa¢o métrico
define-se a distancia de Hausdorff entre X e Y:

d(X,Y) = maz{ly1 — 21|, [y2 — 22|}

mid(X) =

As operagbes de unido e intersegdo sao definidas
da maneira usual. Adicionalmente, define-se a uniao
convexa (hull):

X UY = [min{xy,y1}, max{wa, yo}]

O Framework IntPy

No estdgio atual de desenvolvimento, o framework
IntPy suporta todas as definicbes precedentes in-
clusive as relagoes e operagoes usuais de conjun-
tos como teste de pertinéncia, continéncia, uniao
e intersecdo. Além disso, os arredondamentos di-
recionados foram implementados de forma nativa,

através do chaveamento dos modos de arredonda-
mento do processador. Algumas implementagoes

como a Pylnterval [4] e Java-XSC — tanto a versao
da UFRN [2] como a da UFPE [3] — emulam os ar-

redondamentos direcionados utilizando a técnica de
inflacionamento em que os extremos do intervalo sao

somados ou subtraidos ao epsilon da maquina. Ape-
sar da vantagem da simplicidade na implementagao,
esta técnica em geral leva a intervalos excessiva-
mente grandes perdendo em precisao. Outra fun-
cionalidade do IntPy nao encontrada nessas imple-
mentagoes é a possibilidade da entrada de dados
através da representacao em string de nimeros ra-
cionais, o que impede o truncamento prematuro da
entrada, i.e., "1/3" ao invés de "0.3333".

Desde que o IntPy é um pacote primordialmente
cientifico, a confiabilidade deve ser um dos princi-
pais requisitos. Por esta razao, adotou-se uma me-
todologia de desenvolvimento baseada em iteracoes
curtas e dirigidas por testes no que é conhecido em
engenharia de software como Test-Driven Develop-
ment [1]. A ferramenta utilizada para os testes foi o
modulo doctest pertencente a biblioteca padrao de
Python.

O IntPy foi desenvolvido sob a licenga livre GPL
[13] utilizando a versdo 2.5 de Python [16] e o pacote
GCC [15].

A seguir, uma descri¢ao da arquitetura e dos de-
talhes de implementagao dos arredondamentos dire-
cionados é dada.
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Arquitetura

O pacote IntPy é composto de 2 subpacotes, support
e ireal, além de um médulo que encapsula as classes
de excegao, errors.py.

O subpacote support agrupa toda a funciona-
lidade de suporte ao framework IntPy e é com-
posto de 3 médulos: roundingmodule.c, gene-
ral.py, stdfunc.py. O primeiro médulo é uma
extensdo C para Python que manipula os mo-
dos de arredondamento do processador.  Este
moédulo é dependéncia para toda a funcionali-
dade do IntPy. O segundo médulo organiza to-
das as pecas de software pontuais. Uma dessas
pecas é a funcao rational2fraction(rational)
responsavel por converter uma representacao em
string de ntimeros racionais em outra representacao
mais facilmente manipuldavel por computador. O
moédulo  stdfunc.py merece atencao especial. O
padrao de representagao de sistemas de ponto flutu-
ante IEEE 754 [14] obriga a implementacgao de todos
os métodos de arredondamento especificados por ele
somente nas operagoes de soma, subtragao, multi-
plicacao, divisao e na fungao raiz quadrada. Todas
as outras fungdes padrdo (log, exp, sin, cos, etc.)
tém comportamento inconsistente com respeito aos

arredondamentos direcionados. O correto funciona-
mento das fungoes padrao sob os arredondamentos

direcionados é condigao necessaria para a realizacao

das extensoes intervalares béagicas. O médulo std-
func.py implementa esse requisito. Atualmente, en-

tretanto, o estagio de desenvolvimento deste médulo
ainda é bastante primitivo.

O subpacote ireal compreende 2 médulos: ireal. py
e irmath.py. O primeiro implementa a classe IReal
que representa o tipo Intervalo Real. Todas as
operagoes aritméticas e de conjuntos, relagoes de
ordem e fungoes auxiliares sdo implementadas nesta
classe. O segundo médulo implementa extensoes in-
tervalares das fungoes padrao. No momento, dado o
estagio primario de desenvolvimento do médulo std-
func.py somente as extensoes das fungoes de poten-
ciacao com expoente inteiro e raiz quadrada estao
implementadas.

O médulo errors.py concentra todas as classes de
excecao utilizadas no pacote IntPy.

Uma vez que os papéis dos modulos estao bem
definidos e ha pouco acoplamento, é facil estender

as funcionalidades do framework ou utiljzar seus
moédulos de forma unitaria. Por exemplo, é possivel

utilizar o médulo roundingmodule.c de maneira iso-
lada em alguma aplicacao que precise controlar os
modos de arredondamento do processador. Por ou-
tro lado, é facil implementar um tipo intervalar com-
plexo simplesmente compondo instancias de IReal.

Arredondamentos Direcionados

Por tratar-se de um interpretador, Python nao per-

mite acesso de baixo nivel direto como o necessario
para alterar os modos de arredondamento do pro-

cessador. Por outro lado, é possivel construir ex-

tensdes para Python [12] utilizando a linguagem de
programacao C, que permite esse nivel de acesso.
Além disso, a padronizacao C99 de C introduziu na
biblioteca padrao a possiblidade de acesso e con-
trole do ambiente de ponto flutuante através do ar-
quivo de cabegalho <fenv.h> [10]. Anteriormente,
qualquer manipulacdo no sistema de ponto flutu-
ante deveria ser feita com o uso de linguagem As-
sembly, manipulando diretamente o processador da
maquina, tornando a tarefa complexa e descartando
qualquer chance de portabilidade. A maior parte
dos compiladores C atuais sdo compativeis com esse
aspecto do C99, de modo que alteragoes no sistema
de ponto flutuante podem ser feitas de forma sim-
ples e portavel.

A abordagem escolhida no IntPy, portanto, foi
a criagao da extensao C para Python roundingmo-
dule.c, parte do subpacote support, que implementa
as funcoes get_mode () e set_mode (mode), interfaces
para as respectivas void fegetround(void) e int
fesetround(int round) do cabecalho <fenv.h>.

Um exemplo de utilizagao dessa extensao é mos-
trado a seguir:

>>> from intpy.support import *
>>> bak = rounding.get_mode ()
>>> rounding.set_mode(-1)

0

>>> 1.0/10.0
0.099999999999999992

>>> rounding.set_mode (1)

0

>>> 1.0/10.0
0.10000000000000001

>>> rounding.set_mode (bak)
0

A atribuicdo bak = rounding.get mode() faz
um backup do modo de arredondamento atual da
maquina. O comando rounding.set mode(-1) seta
o arredondamento para baixo!. Como reflexo disso,
a operacao 1.0/10.0 resulta no valor arredondado
para baixo. Os dois comandos seguintes ilustram
o caso do arredondamento para cima. Por fim,

o ultimo comando restaura o modo de arredonda-
mento inicial.

Exemplos

Nesta secao, todas as funcionalidades implementa-
das no framework IntPy sao demonstradas e com-
paradas com as respectivas na PylInterval [4]. A
motivagao por tras dos testes comparativos com a
PylInterval é que esta é uma biblioteca intervalar al-
ternativa também desenvolvida em Python que uti-
liza a técnica de inflacionamento para os arredon-
damentos direcionados. Os testes descritos em [4]
serao utilizados sempre que aplicével.

1Vale notar o retorno de set_mode(mode). Sempre que o
modo de arredondamento ¢é setado corretamente, o valor de
retorno é zero. Caso contrdrio, o retorno é diferente de zero.
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As Tabelas 1 e 2 comparam a criagao de intervalos
no IntPy e na Pylnterval e mostram que nao ha
diferenca entre as duas bibliotecas nesse ponto.

A comparacao das operacoes aritméticas é mos-
trada nas Tabelas 3 e 4. Como pode-se observar, o
IntPy gerou em todos os casos resultados de menor
diametro que a Pylnterval. Isso justifica-se pelo uso
do inflacionamento por parte da Pylnterval. Ape-
sar da diferenca pequena, apds reiteradas operagoes
o acumulo dessa diferenca tende a tornar-se notavel.

Tabela 1: Criagao de intervalos com IntPy

Operacao Resultado
X =T1.1,1.2] [1.0999999999999999,
1.2000000000000002]
Y =[3.2,34] [3.1999999999999997,

3.4000000000000004]

Tabela 2: Criacao de intervalos com PylInterval

Operacao Resultado
X =T1.1,1.2] [1.0999999999999999,
1.2000000000000002]
Y =1[3.2,3.4] [3.1999999999999997,

3.4000000000000004]

Tabela 3: Operagoes aritméticas com IntPy

Operacao Resultado
X+Y [4.2999999999999989,
4.6000000000000005]
X-Y [-2.3000000000000007,
-1.9999999999999996|
X xY [3.5199999999999991,
4.0800000000000018]
XY [0.32352941176470579,

0.37500000000000011]

Tabela 4: Operagoes aritméticas com PyInterval

Operacao Resultado
X+Y [4.2999999999999989,
4.6000000000000014]
X-Y [-2.3000000000000012,
-1.9999999999999993|
XxY [3.5199999999999987,
4.0800000000000018]
XY [0.32352941176470568

0.37500000000000017]

O IntPy implementa funcionalidades nao descri-
tas em [4], de tal forma que nao foi possivel executar
mais testes comparativos. Essas funcionalidades sao
exemplificadas a seguir.

Criagao de Intervalos

>>> # intervalo vazio

>>> IReal()

empty interval

>>> # intervalo indefinido
>>> JReal ("undefined")
undefined interval .

>>> # entrada por string

>>> TReal("1/3")

[0.33333333333333331, 0.33333333333333337]
>>> IReal("1/10/3", "0.3e2")
[0.29999999999999999, 30.0]

>>> # entrada_ comum
>>> IReal(0.1)
[0.10000000000000001, 0.10000000000000001]
Operacgoes de Conjuntos

>>> # intersecéo
>>> TReal(2, 3) & IReal(2.5)
[2.5, 2.5]

>>> IReal(-1, 0) & IReal(0.25, 10)
empty interval

>>> # unido

>>> JReal(2, 3) | IReal(2.5)

[2.0, 3.0]

>>> IReal(-1, 0) | IReal(0.25, 10)

undefined 1nterva1
>>> # unido conv
>>> IReal(-1, 0). hull(IReal(O 25,

[-1.0, 10.0]

10))

Relagoes de Ordem

>>> # menor que

>>> IReal(2, 3)
True

< IReal(3.1)

>>> # menor que ou igual
>>> TReal(3) <= IReal(3)
True

>>> # pertinéncia

>>> 0.0 in IReal(-1, -0.1)
False

>>> # continéncia
>>> TReal() in IReal(-1)
True

Funcgoes Auxiliares
>>>

>>>
1.0

# valor absoluto
abs(IReal(-1, 1))

>>> # didmetro

>>> TReal("0.1") .diameter ()
1.3877787807814457e-17

>>> # ponto médio

>>> JReal("0.1", "0.4").middle()

0. 25000000000000006

>>> # disténcia de Hausdor

>>> JReal(-10, 5). dlstance(IReal(lo))
20.0

Conclusao

Este trabalho apresentou o framework intervalar
IntPy, desenvolvido sob a licenga livre GPL na lin-
guagem também livre Python. O IntPy fornece as
funcionalidades bésicas necessarias para o trabalho
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com matemadtica intervalar e, por ser de livre dis- [12] “Extending and Embedding the
tribuicao, é uma alternativa vidvel de baixo custo Python Interpreter”, disponivel em
as solugoes intervalares proprietarias. Além disso, http://docs.python.org/extending/, aces-

por basear-se em uma arquitetura pouco acoplada,
é facil expandi-lo com novos recursos.
Foram realizadas comparacoes com o moédulo

sado em 25 de setembro de 2008.

“GNU General Public License”, disponivel em

intervalar Pylnterval, também desenvolvido em http://www.gnu.org/copyleft /gpl.html, aces-
Python, concluindo-se que o uso de arredondamen- sado em 07 de setembro de 2008.

tos direcionados nativos ao invés de inflacionamento .
diminui o diametro dos resultados, melhorando a [14] “IEEE  754: Standard ~ for  Binary

precisao.

Vale notar que o IntPy é um projeto em seu
estagio inicial e, portanto, com grande potencial de
crescimento. O préximo passo é a implementacao

Floating-Point  Arithmetic”, disponivel em
http://grouper.ieee.org/groups/754/,  acess-
sado em 02 de outubro de 2008.

completa de todas as extensoes intervalares de [15] “GNU Compiler Collection”, disponivel em
funcoes bésicas. http://gce.gnu.org/, acessado em 05 de setem-
bro de 2008.
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