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Resumo

Neste trabalho destacamos dois grupos de dis-
tribuigoes importantes que sao as com caudas pe-
sadas e as com caudas leves. Essas distribuigoes sao
fungoes convenientes para modelar dados de proble-
mas nas mais diversas dreas, como fisica, estatistica,
actudria, etc.

Definimos as principais subclasses de distribuicoes
de cauda pesada que aparecem na literatura (vide
por exemplo, Embrechts et al (1997), Asmussen
(2001) e Embrechts e Goldie (1980)), além de ap-
resentar exemplos das distribuicoes mais usadas nas
aplicagoes de problemas tedricos e praticos.

O objetivo principal deste trabalho é mostrar
os resultados que envolvem a distribuicao subex-
ponencial, que além de ser uma importante classe
de distribuicao de cauda pesada se aplica em
modelagem de risco.

Por fim estabelecemos a relagao

P(S,, > z) ~ P(M,, > x), quando x — o0,

onde X1, Xo, -+, X,, sdo varidveis aleatdrias (v.a.’s)
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
com f.d. F, representando as respectivas quantias
das indenizagoes pagas em cada um de n periodos
de tempos, a soma parcial S, = X7 + - + X,
representa a quantia total das indenizagoes pagas
e M,, = max{Xy, -+, X,} o maior valor pago nos n
periodos considerados. Intuitivamente esta relacao
sugere a forte influéncia da maior indenizagao paga
sobre a quantia total de indenizacoes.
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Introducao

Varidveis aleatérias de cauda pesada tém um im-
portante papel em varios problemas tedricos e apli-
cados. No campo da teoria de filas, por exem-
plo, somas ponderadas de variaveis aleatdrias com
cauda pesada podem ser usadas para representar a
producao total de um usuério servido por um de-
terminado nimero de maquinas. Em estatistica, na
analise de séries temporais, os processos lineares,
incluindo os processos de média mével, sdo somas
ponderadas de varidveis aleatérias de cauda pesada.

Em atudria, particularmente na teoria de risco, so-
mas de variaveis aleatérias ponderadas de cauda pe-
sada sao utilizadas na modelagem do superavit de
uma empresa de seguros.

Em trabalhos praticos nas mais diversas areas,
como atudria, financas, fisica, entre outras, as dis-
tribuigoes com cauda pesada sao as que melhor ajus-
tam os dados observados. Em modelos de risco, por
exemplo, na pratica, os dados relativos as quantias
de indenizacoes pagas sao na sua grande maioria
modeladas por distribuigoes de caudas pesada como
Pareto, loggamma, lognormal ou Weibull (de cauda
pesada).

Dentre as distribuicoes de cauda pesada, destaca-
se a classe das distribuicoes subexponenciais, que
engloba grande parte das distribuigoes utilizadas
por modelos nas mais diferentes areas de aplicacao,
em especial nos modelos de seguros e financas.

Nosso interesse especial refere-se ao comporta-
mento assintético da cauda de distribuicoes subex-
ponenciais.

Neste trabalho caracterizamos formalmente o
conceito de distribuicao de cauda pesada (& direita)
e definimos as principais subclasses de distribuigoes
deste tipo encontradas na literatura (por exemplo,
Embrechts et al (1997), Asmussen (2001) e Em-
brechts e Goldie (1980)).

Distribuicoes de Caudas Pe-

sadas

Neste trabalho apresentamos o conceito de dis-
tribuicdo de cauda pesada e definimos as princi-
pais subclasses de distribuigoes deste tipo que apare-
cem na literatura (vide por exemplo, Embrechts et
al (1997), Asmussen (2001) e Embrechts e Goldie
(1980)).

Primeiramente, vamos apresentar alguns con-
ceitos e notagoes que usaremos com freqiiéncia:

Definicao 0.1 (a) Dadas duas infinitesimais posi-
tivas A(x) e B(x) se

A -
lirgip Bgfc)) < 1, entdo escrevemos A(x)<B(x)
e se
B ~
lim sup B(z) <1, entdo escrevemos B(x)<A(x).

A(x)

Tr—>00
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(b) Dizemos que A(x) e B(x) sdo assintotica-
mente iguais se A(x)<B(x) e B(z)<A(z), entdo
escrevemos A(x) ~ B(x).

. (c) a(z) = O(@b(xz)) com x — zo, quando
limsup,_,,, |a(x)/b(z)| < o0

€ a(zr) = o(b(x)) com =z
limg 4, a(x)/b(z) = 0.

Podemos classificar a cauda de uma fungao de
distribui¢ao comparando a velocidade do seu decai-
mento a zero com o da cauda da distribuigao expo-
nencial, que tem um decaimento rapido.

—  ®9, quando

Definigao 0.2 Dizemos que uma funcdo de dis-
tribuicao (f.d.) F tem cauda leve a direita se para

algum & > 0 temos F(x) = O(e™%%), ou seja,

F
lim sup Ef)

z—o0 €

(1)

Caso contrdrio, dizemos que I’ tem cauda pesada a
direita.

< Q.

Note que uma condicao necessaria para que F' tenha

cauda pesada é que F'(z) > 0 Vr € R.

O comportamento da cauda de uma fungao de
distribuigao esta relacionado com a existéncia da
funcao geradora de momentos

Fls) = / T et AR (z) = Be, )

ou equivalentemente, com a transformada de
Laplace F(—s). E o que mostramos na proposigao
a seguir.

Proposigao 0.1 Seja F  uma fungdo de dis-
tribuicdo com fung¢do geradora de momentos associ-
ada F(s). Entdo F(z) = O(e™%%) para algum € > 0,
se e somente se, F(s) € finita para algum s > 0.

Demonstragao: Primeiramente suponha que
F(z) = O(e™*") para algum € > 0, entdo existe

M >0exo>0tal queV x>z, |[F(z)] < Me "
Assim, para 0 < s < € temos
F(s) = / P(e™ > y)dy
0
e Iny Iny
= F( )dy + F( )dy
0 S 50 S
> £
< ST 4 Me—glnydy
.
< e+ My~ dy
0570
— e&:to +M e—E:EO.

E—S

Logo, F(s) < 400 para 0 < s < ¢.

Por outro lado, suponha que ﬁ(s) =
o0

e**dF(x) é finita para algum s > 0.

0
Entao da desigualdade de Chebyschev podemos
obter

F(z) =

!
Y
<,
2

IN

]
SN
)

(x

Assim, lim sup
z—o0 €7°

Logo F(z) = O(e™*7).

Como conseqiiéncia da proposigao anterior, temos a
seguinte definicao alternativa:

Definicao 0.3 Uma f.d. F tem cauda leve a direita
se F(s) < 400 para algum s > 0. Caso contrdrio,

se 13(.9) = 400, V s > 0 dizemos que F' tem cauda
pesada a direita.

Exemplos de distribuicoes de cauda leve sao:

(a) Distribui¢do Exponencial cuja densidade é
definida por f(x) = de %% para x > 0 e f(x) = 0,
caso contrario.

(b) Distribuicdo Gamma de pardmetros p, 6 > 0

P

com densidade f(x) =

L(p)

adora de momentos E(s) = [—E}p, € < 4.

5
(¢) Distribuicao Hyperexponencial definida
ex-

como composi¢ao finita de distribuigoes

b(x) Zaiéie_‘sﬂ, onde
i=1
Zleai:17 OSOQ < 17 Zil,,p
Exemplos de distribuigoes de cauda pesada:

(a) Distribui¢do Weibull que originou-se na teoria
da confiabilidade, onde

B(z)=e " e b( ) = cra"lem ",

P=1e=0% ¢ funcio ger-

isto é,

ponenciais,

comO<r<l1

ec>0.
(b) Distribuicdo Lognormal, cuja densidade é
(ne — )?
flz) = 202 compu€R, §>0

v 27r5xe

(c) Distribuigdo Benktander - tipo I, cuja cauda
é F(z) = e—Bnz)? _ (e +1)Inz, onde a, B> 0.
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(d) Distribuigdo Benktander - tipo II, cuja cauda
«a —axP

é F(z) = eBp=-Be [ ,ondeaa >0, 0< 38 <

.(e) Distribuicao Loggamma, cuja densidade é

flz) = a—(lnx)ﬁ_lx_o‘_l, com «, (3> 0.

I'(5) _
(f) Distribuigdo Burr, cuja cauda é F(z) =

), onde «, k, r > 0.

( k
E+axr o
(g) Distribuigdo Pareto, cuja cauda é F(z) =

(k—f—ix)a’ com «, k> 0.

Podemos encontrar mais exemplos destas classes
de distribui¢oes em Asmussen (2001) e Embrechts
et al (1997).

Denote por K o conjunto das distribuigoes de
cauda pesada.

Questoes envolvendo o comportamento da cauda
de fungoes de distribuicao aparecem, por exemplo,
na andlise da ocorréncia de eventos extremos. E o
caso, por exemplo, dos modelos de reserva de capital
de risco de uma empresa seguradora.

Neste contexto, podemos interpretar
X1, X5, -+, X, como varidveis aleatérias (v.a.’s)
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
com f.d. F, representando as respectivas quantias
das indenizacgoes pagas em cada um de n periodos
de tempos (por exemplo, anos); a soma parcial
S, = X1+ -+ X, representa a quantia total das
indenizagoes pagas e M, = maz{Xy,---,X,} o
maior valor pago nos n periodos considerados.

Assim, procuramos funcgoes de distribuicao F
para as quais as caudas das distribuicoes da soma S,
e do maximo M, sejam assintéticamente da mesma
ordem, ou seja,

P(S,, > z) ~ P(M, > z), quando x — 00,

(3)

o que indicaria a forte influéncia da maior ind-
enizagao paga sobre a quantia total de indenizagoes.
Agora, observe que

P(M, >z) = 1-F"(z)

1= F@)]F" (@) + -

= F(x) z_: F*(z).
k=0

+1]

(4)

Entao, se 0 < F(z) < 1 segue, para qualquer n > 2,

(5)

Mas, por outro lado, P(S, > z) = F**(x), onde

F*™ é a n-ésima convolucao de F', ou seja,
F*(z)=Fe

P(M,, > z) ~ nF(z), quando z — 0.

F*n(g) = P « F = / F*0=D (g — )dF(t).

Logo (??) é equivalente a

(6)

A discussao acima motiva a seguinte subclasse de
distribuicoes de cauda pesada.

F*(z) ~ nF(r), quando x — oc.

Definicao 0.4 Uma funcao de distribuicao F con-
centrada em [0, 00) pertence a classe subexponencial,
denotada por S, se

lim LC) =
r——+00 F(l’)

n,¥n>2, (7)

onde F*" = F'x---x F denota a n-ésima convolu¢cao
de F. Se F estiver concentrada em (—o00,00)
diremos que F pertence a S se sua parte posi-

twa F*(xz) = F(2)l0<pcoo) € subexponencial. E
possivel mostrar que se F+ é subezponencial entdo
temos (7).

As distribuigoes subexponenciais sao de fato de
cauda pesada, ou seja, suas caudas decaem a zero
mais lentamente do que qualquer exponencial e %7,
para € > 0, o que justifica o nome subexponencial.

Além disso, a condic¢ao (6) é na verdade equivalente
a,

F « F(z) ~ 2F(z), quando x — o0. (8)
Exemplos de distribuigoes subexponenciais sao:
Pareto, Burr, Loggamma, Weibull, Benktander
tipos I e I e Lognormal, entre outros.

Uma subfamilia importante de distribuigoes
subexponenciais é a das distribui¢oes cujas caudas
sao de variacao regular, ou seja, assintoticamente
comportam-se como fungoes poténcias x~%, o > 0.

Definicao 0.5 Uma func¢ao de distribuicao F' sobre
[0,00) tem cauda de variagdo regular, se 30 < a <
oo tal que

1m E(xy)
e F(o)

(9)

=y~ para todo y >0

Denote por R o conjunto das distribuigoes com
caudas de variagao regular.

Sao exemplos de distribuigbes deste tipo: log-
normal, Benktander - tipo I, Benktander - tipo II,
Weibull. . .

Note que, se F satisfaz (9) denotamos F € R_, e
dizemos que F' é de variacao regular com expoente
«, ou a-variante no infinito. Em particular, se « = 0
dizemos que F' é lentamente variante.

O caso especial @ = +00 no limite (9) é tratado
em separado e d4 origem as distribuigdoes com
caudas rapidamente variante, conforme definimos
abaixo.
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Definigao 0.6 Uma funcdo de distribuicao tem
cauda de variacao rdpida, se

F(xy)
(z)

lim

T —+00

=0, para todo y > 1.

| =

Denote por R_., o conjunto das distribuicoes com
cauda de variagao rapida.

Mais detalhes sobre as propriedades e aplicagoes
das funcgoes de variagao regular e variacao rapida
podem ser encontradas em Bingham et al (1987).

Duas outras subfamilias de distribuigoes de cau-
das pesadas, relacionadas com as distribuicoes
subexponenciais, merecem destaque e sao definidas
a seguir.

Definicao 0.7 Dizemos que wma funcdao de dis-

tribuicdo F' concentrada em [0, 00) € de cauda longa,
se

F
lim 7(;% +y)

i (10)

=1, para todo y > 0.

Denote por £ o conjunto das distribuicdes com
cauda longa.

E possivel mostrar que basta verificar a relagao
(10) para algum y > 0 (vide Chistyakov (1964)).

Definicao 0.8 Uma funcao F' € de variacdao domi-
nada, se

F(zy)

ou equivalentemente para algum 0 <y < 1.

lim sup

r—>00

< 00, para todo 0 <y < 1,

Denote por D o conjunto das distribuicoes de
variagao dominada.

Relacoes entre Distribuicoes de
Cauda Pesada

Nesta secao, apresentamos as relacoes de inclusao
entre as classes de distribuicGes definidas na secao
anterior, que sao

K {F: F ¢ fd. e F(¢) = 0o, para algum ¢ > 0}

F(z)

EXT

{F: F é f.d. e limsup

z—00 €7

para algum e > 0}

a classe das distribuicoes de cauda pesada,

S

{F f.d. sobre (0,00): F*"(z) ~ F(x)
{quando z — oo}

a classe das distribuicoes subexponenciais,

R

{F f.d. sobre [0,00) e F € R_,, para }
algum 0 < o < o0 }

onde F € R_, se lim
Tr—>00

Vy>0

a classe das distribuicbes com cauda de variagao
regular,

Flx —
£ = {F: f.d. sobre [0,00): lim M =1,
o F(a)
Yy >0}
a classe de distribuicoes de cauda longa e
F
D = {F: fd. sobre [0,400): lim 7(xy) < 00,

Vo<y<1}

a classe de distribuicoes de variagao dominada.

Para_ mais detalhes sobre as classes de dis-
tribuicoes de cauda pesada e como elas se rela-
cionam, o leitor podera consultar Embrechts et al
(1997) que foi nossa principal fonte de pesquisa para
esta secao. Apresentamos a seguir as relacoes esta-
belecidas entre as classe listadas acima.

Teorema 0.1 As sequintes relacdes sao vdlidas:
() RCSCLCKeRCD

(b)) LNDCS

(¢c) DgSeS¢gD

(d) S # L.

Relacgoes Assintoticas com Dis-
tribuicoes Subexponenciais

Nesta secao, estabelecemos algumas pro-
priedades assintéticas envolvendo caudas de
distribuicoes subexponenciais. Para um estudo
mais detalhado sobre o assunto, vide Embrechts e
Goldie (1980).

Por toda esta secao vamos considerar fungoes de
distribuigao sobre [0, +00).

Usando o resultado anterior, podemos mostrar
que basta verificar a relagdo (7) da definicao de
subexponencialidade para n 2, ou seja, temos
a seguinte caracterizagao de distribuigoes subexpo-
nenciais.

Proposigcao 0.2 F € S se, e somente se
F(z)

lim = 2.
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Demonstragcdo: Se F' € S temos a relagao de
defini¢ao (7) , em particular, para n = 2.
Fx F(x) 5
F(x) ’
mostraremos por indugdo que F satisfaz (11) para
todo n > 2.

Por lim
Tr—>00

outro lado, se

= oty | TR F)
— (m+o(e)) _ / i d (;(z)z)dF(z)}

F*m —F*Q
Suponha — (=) — m com x — 00, para algum = (m+o(e)) | = (=) _ 1
inteiro m > 2. Entao, dado € > 0 podemos escolher R —
Fon(a) — o) | [ E=Earg)
y de tal forma que |— L) _ m| < e, para T > y. oy F(x)
F(z) )
De 2 Y dF
> (m+o(e)) (z) 7/ 1F(2)
—_— = —_— z 5
F(z) 0 F(x) Entao,
temos =Y Twm (g Fr —
/ Tz —z) Flz—2) AP (2)
F*(m+1)( ) T W( ) F( ) 0 F(fl? — Z) F(-’L')
7733:14-/ B 7 S dF(2) — (m+o0(e))[2—1-0] = (m+o(g)),
F(z) o Flz—2) Fz) quando x — co.
Y (g —2) Flx — 2
= 1+ / 7 ( ) (F )dF () + Substituindo os resultados acima em (12), imedi-
0 (@ _i) () atamente obtemos
T Fm(x—2z) Fz—=2 -
+ / = ( ) L )dF(z) Frm+1) ()
ey F(z—2) F(x) lim —————= =1+ m+o(e).
Mas, . . ~ ‘
” _ Ifela arbitrariedade de € a demonstragao esta con-
Fi (x —2) F(E —2) AF(2) < cluida .
a—y Flx—2) F(x) L]
¥ Frmy) 1 Primeiramente, da Defini¢ao 1.4 e Proposigao 1.3
= Sup — = —dF(z) temos que uma f.d. é subexponencial, se e sé se,
r—y v>0 F(U) F("L')
= sup Frm(v) /z dF'(z) F* F(z) ~ F(z) + F(z), quando z — oco. (12)
v20 i(v) (a—y) F(2) Isto equivale a dizer que se X; e X5 sao varidveis
— sup Fim(v) F(z) ZF(JU —y) aleatérias i.i.d. com f.d. F entao
v=0 i(v) F;(I) P(X; 4+ Xo > x) ~ P(max{X1, X2} > x)
= sup Fim(’l}) |:—]_ + 7}?(;% — y):| — 0 quando Tr — OQ. (13)
v>0 F(v) F(z)

quando x — oo.
Também, pela hipétese de inducao e

Pt (g) T1—F*(z - 2) B
e A TR
temos
/ TR —2) F@—2) gp
0 F(zx —2) F(x)

(m + o(e)) /O a de(z)

No caso mais geral, quando X7 e X3 sao indepen-
dentes com f.d. F} e F; respectivamente, entao, us-
ando um raciocinio analogo ao utilizado para obter
(3) e (5), podemos mostrar que, quando x — oo,

F(2) + Fa(z) ~ Fi(z) + Fa(z) — Fi(2) Fa(2)
P(maz{Xy, X2} > x).

Assim, a relagdo (13) é equivalente a
Fy + Fy(x) ~ Fi(x) + Fa(x), quando x — oo. (14)

Fungoes de distribuicao F; e F5 que satisfazem
a relagdo (14) também sao chamadas distribuigdes
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max-soma-equivalentes e denota-se Fy ~j; F5. Em
particular, vemos que F' € S se, e s6 se, F' ~; F.
Uma questdo importante sobre o espago S das
fungoes de distribuicao subexponenciais é se ele é
fechado sob convolugGes, ou seja, se Fy, Fp € S
temos Fi x F» € §. Mais ainda, sob quais condigbes
sobre as f.d.’s F} e F» temos a relagao (14).
Questoes envolvendo o comportamento da cauda
de funcoes de distribuigao aparecem, por exemplo,

na andlise da ocorréncia de eventos extremos. Para
entender eventos desta natureza, surge a necessi-

dade de se construir modelos matematicos apropri-
ados para explicar eventos que, embora tenham uma
probabilidade de ocorréncia relativamente pequena
influenciam significativamente o comportamento do

modelo todo. Uma discussao mais detalhada sobre
o assunto pode ser encontrada em Embrechts et al

(1997).

E o caso, por exemplo, dos modelos de reserva de
capital de risco de uma empresa seguradora. Uma
questao relevante é estabelecer a inter-relagao en-
tre os valores individuais das indenizacoes pagas e
a quantia total paga ao final do periodo de tempo
considerado. Em particular, surge o interesse em
estabelecer hipdteses sob as quais o valor da maior
indenizagao determina o valor total das indenizacoes
pagas.

Neste contexto, podemos interpretar
X1, Xa,--+, X, como varidveis aleatérias (v.a.’s)
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
com f.d. F, representando as respectivas quantias
das indenizacoes pagas em cada um de n periodos
de tempos (por exemplo, anos); a soma parcial
S, = X1+ --- + X, representa a quantia total das
indenizagoes pagas e M,, = maz{Xy,---,X,} o
maior valor pago nos n periodos considerados.

Assim, procuramos funcgoes de distribuicao F
para as quais as caudas das distribuicoes da soma S,
e do maximo M,, sejam assintéticamente da mesma
ordem, ou seja,

P(S,, > z) ~ P(M,, > x), quando x — o0,

o que indicaria a forte influéncia da maior ind-
enizacao paga sobre a quantia total de indenizagoes.
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