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Resumo

Birnbaum e Saunders (1969) propos a distribuicao
Birnbaum-Saunders para modelar o tempo de falha de
um material sujeito a uma mesma configuragdo de es-
tresse ciclicamente. Esta distribuigdo é utilizada para
modelar tempo de falha em processos de fadiga. Este
artigo objetiva implementar um programa na linguagem
Ox para encontrar os estimadores dos parametros da
distribuicdo Birnbaum-Saunders(c, (). Obteve-se os
estimadores pelo Método da Méxima Verossimilhanca
e sua versao com correcao de viés. Por nao apre-
sentar solucao analitica ‘fechada’, encontrou-se os es-
timadores utilizando a técnica de otimizagdo nao-linear
BFGS para maximizacdo numérica da fungdo de log-
verossimilhanca. Com os resultados, observou-se que
as médias dos estimadores (a, ) nos dois métodos
se aproximam assintoticamente do parametro. En-
tretanto, os estimadores com corregao de viés, apre-
sentaram vieses e Erro Quadratico Médio considera-
velmente menores para todos os tamanhos amostrais.
Notou-se também que os estimadores apresentaram as-
simetria a esquerda. Outro fato interessante é que a
curtose dos estimadores aproximou-se da curtose da
distribuicdo normal padrdo. Contudo, para os esti-
madores com corregao de viés, a assimetria e a curtose
aproximaram-se de zero. Portanto, o ganho de precisao
do estimador com corregao de viés é significativo.
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Introducao

A distribuicao Birnbaum-Saunders, também co-
nhecida como a “distribuicao de vida 1util a fadiga”,
foi inicialmente proposta por Birnbaum e Saun-
ders (1969) para modelar o tempo de falha de um
material sujeito a uma mesma configuracao de es-
tresse e que se repete ciclicamente. A cada ciclo
ocorre um aumento na ruptura do material e a falha
ocorre quando o tamanho da ruptura atinge um
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valor limiar. Esta distribuicao foi derivada a partir
de um modelo em que as falhas acontecem devido ao

crescimento de uma rachadura dominante oriunda
do processo de fadiga [6]. Embora a distribuigao

Birnbaum-Saunders tenha sido originalmente con-
cebida a partir de observagoes relacionadas a area
de engenharia, diversos pesquisadores tém vislum-
brado outros campos de aplicagao, como biologia,
atudria, fisica, medicina, entre outros [7].

Uma das alternativas para estimagao dos
parametros da distribuicao Birnbaum-Saunders é
aplicar o método de maxima verossimilhanca
através da maximizagao numérica da funcao de log-
verossimilhanca. A utilizagdo deste método apre-
senta muitas vantagens, pois as estimativas obtidas
apresentam propriedades importantes, como con-
sisténcia, invariancia e eficiéncia assintdtica [1]. En-
tretanto, é necessaria a escolha de um processo
numérico eficaz de maximizagao que possibilite en-
contrar as estimativas de maxima verossimilhanca
dos pardmetros que definem o modelo, dado que
podem surgir problemas numéricos dependendo da
forma da funcao.

Técnicas de otimizagao nao-linear sao de grande
importancia na resolugao de problemas estatisticos
cuja solugao corresponde a pontos de méaximo ou
de minimo de fungoes de interesse que nao pos-
suem forma “fechada”. A otimizagao surgiu no final
do século XIX. Em 1960, o processo de otimizagao
ganhou mais for¢a com o desenvolvimento em larga
escala de métodos de otimizagao irrestrita. Den-
tre os métodos de otimizagao nao-linear existentes,
destaca-se o BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb
e Shanno), pertencente a classe dos métodos de
métrica varidvel ou quasi-Newton. Trata-se de uma
técnica bastante difundida e de minimizagao ir-
restrita, cuja férmula de aproximacéao da matriz
Hessiana se mantém simétrica e positiva definida,
propriedades fundamentais para garantir boas taxas
de convergéncia [4]. O objetivo deste artigo é imple-
mentar um programa em linguagem Ox para encon-

trar & e (3, os estimadores dos parametros « e § da
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distribuigdo Birnbaum-Saunders, pelo Método da
Méxima Verossimilhanca e sua versao com correcao
de viés.

As avaliacbes numéricas e simulacées computa-
cionais descritas ao longo deste artigo foram feitas
utilizando a linguagem de programagao Oz em sua
versao 4.10. Trata-se de uma linguagem orien-
tada a objetos criada por Jurgen Doornik em 1994
na Universidade de Oxford (Inglaterra) [3]. Do
ponto de vista da precisao numérica, Ox é uma
das mais confidveis plataformas para computacao

cientifica e oferece véarios recursos matemaéticos e es-
tatisticos. Caracteriza-se pela eficiéncia diante de

tarefas computacionalmente intensivas e pela seme-
lhanga da sintaxe as linguagens de programacao C
e C++. A versdo que nao oferece interface grafica
estd disponivel gratuitamente para uso académico
em http://www.doornik.com [2;3].

Metodologia

Numeros Pseudo-aleatorios

O principal objetivo em Geradores de Numeros
Pseudo-Aleatérios (GNPA) é usar uma pequena
seqiiéncia verdadeiramente aleatéria para expandir
e criar uma seqiiéncia grande de modo que nao se
consiga distinguir entre uma verdadeira seqiiéncia
aleatdria e uma produzida pelo GNPA. Sendo um
GNPA um processo deterministico e com dominio
finito, eventualmente uma seqiiéncia se repetira,
sendo tal repeticao denominada de ciclo ou periodo,
e deseja-se que o tamanho deste ciclo seja o maior
possivel, pois, a partir do conhecimento de um ci-
clo, é possivel determinar totalmente o restante da
seqiiéncia, que serao cdpias do ciclo inicial, indepen-
dentemente do processo de geracao utilizado. Ou-
tras caracteristicas desejaveis em um GNPA sao a
repetibilidade, a portabilidade e a rapidez [5].
Existem vérios métodos para a geracao de
numeros pseudo-aleatorios através de sistemas com-
putacionais.  As seqiiéncias obtidas com esses
métodos sao submetidas a varios tipos de testes,
que examinam as caracteristicas da seqiiéncia sob o
ponto de vista de sua distribuigdo em um dominio.

Os testes sao_escolhidos de acordo com a finalidade
a que se destina a sequen(na pois um gerador pode

gerar seqiiéncias mais aleatdrias em alguns aspec-
tos do que em outros. A plataforma Oz versao
4.10, oferece trés geradores de eventos uniformes.
O usuadrio escolhe o gerador desejado com a fungao
ranseed, fornecendo-lhe como argumento uma das
seguintes possibilidades:

1. ”PM” Modified Park Miller (periodo aproxi-
mado de 232).

2. "GM” George Marsaglia (perfodo aproximado
260).

3. "LE” Pierre L’Ecuyer (perfodo aproximado
2113).

O gerador de nimeros aleatérios utilizado neste
trabalho foi o desenvolvido por George Marsaglia
(GM). Trata-se de um gerador de numeros
aleatérios uniformes entre 0 e 1 que passa em testes
rigorosos de aleatoriedade.

Método de Monte Carlo

Os métodos de Monte Carlo [4] vém sendo uti-
lizado h& bastante tempo com a finalidade de
se obter aproximagcoes numéricas de fungoes com-
plexas. Esses métodos envolvem geragao de ob-
servagoes de alguma distribuicao de probabilidade e
0 uso da amostra obtida para aproximar a fungao
de interesse. Quando se deseja avaliar integrais
através de aplicagoes mais comuns usa-se o método
de Monte Carlo Simples. O objetivo desse método
é escrever a integral que se deseja calcular como um
valor esperado. Uma dessas integrais, por exemplo,

é:
b
I:/ g(z)dzx.

Esta integral pode ser reescrita como:

=R b
T= [ (0~ agla);=do = (b~ ) Blg(X)

(1)

identificando X como uma varidvel aleatéria com
distribui¢ao U(a,b). Assim, transformamos o pro-

blema de avaliar a integral, no problema estatistico
de estimar uma média, E[g(X)]. Dispondo de
uma, amostra aleatéria x1, ..., z,, de tamanho n
da distribui¢do uniforme no intervalo (a,b) tem-se
também uma amostra de valores g(z1), ..., g(z,) da
funcao g(x) e a integral da expressao (1) pode ser
estimada pela média amostral, ou seja,

Zg 7).

Nao é dificil verificar que esta estimativa é nao
viesada ja que E[g(Xi)] = E[g(X)], para todo i,
e portanto:

(b—a)—

N b
B(D = (b~ )Elg(x)) = [ gla)da.

Pode-se entao usar um algoritmo com os seguintes
passos:

1. gere x4, ..., x, da distribuicao U(a,b);
2. calcule g(z1), ..., g(x,);
3. calcule a média amostral g =y .-, g(zi);

4. calcule I = (b — a)g.
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Método
BFGS

Os métodos de otimizagao de fungoes sao comu-
mente utilizados na resolugao de problemas es-
tatisticos cujas solugoes das fungoes de interesse
nao possuem forma “fechada”. O Método BFGS
foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shanno. Ele utiliza o mesmo principio do método de
Newton-Raphson, diferenciando-se pelo fato de uti-
lizar uma seqiiéncia de matrizes simétricas e positi-
vas definidas B*) no lugar da matriz —H !, onde
H~1 é a matriz Hessiana, tal que [4]:
lim B® = —g~1.

k—oo

de otimizagao nao-linear

Comumente, toma-se como matriz inicial, B(O),
a matriz identidade de mesma ordem, pois ela é
positiva definida e simétrica, assim conduzindo a
aproximacoes B(¥) positivas definidas e simétricas.
A forma recursiva para obter tais matrizes é dada
por [4]:

h(k) (h(k))T
O

()T Bk g(k)
em que g®) = gkt — gk) ¢ p(*) — [(pk+D)) —
U@®), k = 0,1,.... O méximo é obtido pela

recorréncia

g+l — gk) _ N\ BRI (k)

B(k+1) 4

=0,1,...,

em que \*) é um escalar determinado por algum
procedimento de busca linear a partir de %) na
diregio —BHFU(9*F)).

O método BFGS, supera uma limitacao do
método de Newton-Raphson onde a matriz B =

—-H_ ! pode nao ser positiva definida se estivermos
longe do ponto 6timo. Elimina também a necessi-
dade do célculo de segundas derivadas, da inversao
da matriz hessiana e da avaliacao desta matriz em
cada iteragdo do processo otimizador [4].

A Distribuicao Birnbaum-Saunders

Para chegar a esta distribuicao, uma das suposicoes
feitas por Birnbaum e Saunders (1969) foi que o
tamanho da ruptura seguia uma distribuicao nor-
mal. Entretanto, Desmond (1985) mostrou que
uma variedade de distribui¢cbes para o tamanho
da ruptura resulta em uma distribuicao Birnbaum-
Saunders (BS(«, 8)). A distribuicao BS(«, 3), pos-

sui a seguinte distribuigdo acumulada [6]:

Eﬂtmﬁ)=¢[;{<;)é—(5>;}]7 @)

em que P(+) representa a fungao de distribuigao acu-
mulada normal padrao; e 0 < t < oo, a, 3 > 0.

Considere a seguinte transformacgado monotdnica
para a distribuigdo BS(«, 3):

['-6)°

1

; , 3)

ou seja,

1
T=p[1+2X% 42X (14 X%)°]. (4)
Entao, temos que X tem distribuicao normal com
média zero e variancia iaQ. Usando a trans-
formacao dada acima, o valor esperado, a variancia
e os coeficientes de assimetria e curtose sao dados,
respectivamente, por:

Eﬂﬁ=ﬁo+;&>,

Var (T) = (o8)* (1 + ia2> :

~ 16a? (1102 + 6)
 (5aZ+4)°

6a? (9302 + 41)

i (502 + 4)2

Y4 =

Além disso, se T tem distribuigdo BS(«, ), entéo
T~! tem distribuicio BS(a,371). Conseqiiente-

mente, temos que
1
-1 2
1 _
16 < + 5 ) ,

)

O parametro « ¢ um parametro de forma; & me-
dida que « tende a zero, a distribuigdo BS(«, )
tende para a distribuicao normal de média [ e
variancia 7, onde 7 — 0 quando a« — 0. O
parametro  é um parametro de escala, isto é,
T/8 ~ BS(a,1). Temos, ainda, que [ é a me-
diana da distribuigao, pois Fr(8) = ®(0) = %
Para qualquer constante real k > 0, tem-se que
kT ~ BS(a, kp).

Na Figura 1, tem-se a fungao densidade para al-
guns valores de « considerando 3 = 1.0. Observa-se,
que para diferentes escolhas dos parametros («, ),
as suas respectivas funcoes de distribuigao sao dife-
rentes, isto é, a distribuigdo BS(«, 3) é identificdvel:
se temos (a1,1) e (g, B2) com a1 # ag ou [y #
(a2, as probabilidades correspondentes a F'(-; a3 51)
sao diferentes das probabilidades correspondentes a

F(:; 023 f2).

E(T) =

Var (I7) = (aB~) (1 n
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Figura 1: Grafico da densidade Birnbaum-Saunders
para diferentes valores de « e = 1.0

Estimadores de Maxima Verossimi-
lhanca - EMV

Este método consiste em obter estimadores pontu-
ais a partir da maximizacao da fungdao de verossi-
milhanca.  Segundo Cordeiro (1992), as esti-
mativas de méaxima verossimilhanga apresentam
propriedades importantes como: consisténcia, in-
variancia e eficiéncia assintética. Seja t1,...,t,
uma amostra aleatéria independente de tamanho n
com distribuigdo BS(«, 3). Entao, o estimador de
Méxima Verossimilhanca para 8 (representado por

B) é obtido pela raiz positiva da equagéo [1]:

BP—BRr+KPB))+r[s+K(@B)]=0, (5

onde

=
=
Il
N
S
=1
=
4_
St
I
-
~
|

Aqui s, r e K(B) s@o a média aritmética, a
média harmonica e a funcao da média harmonica,
respectivamente. Importante destacar que para
resolver a equacdo nao-linear dada em (5) e

obter o estimador de méaxima verossimilhanga 3 é
necessario utilizar um processo numérico iterativo
que maximize a fungao de log-verossimilhanca da
distribuicao BS(a, ). As derivadas da funcao de
log-verossimilhanga com respeito aos parametros o
e [ sao [1]:

Mt a(rE) vy

Al(a, B) _£+ 1
o 28 t; +

1 <« 1 1
— > -y
+2a2ﬁ2 ; 202 ; t;

Os estimadores de méxima verossimilhanga sao
obtidos solucionando, simultaneamente:
ol(«, ol«,
@8 _, , Oap)
Ol(a) al(B)

Neste artigo, para encontrar os estimadores de
méaxima verossimilhanca de a e 3, a funcao de log-
verossimilhanca foi maximizada utilizando o algo-
ritmo de otimizagao nao-linear BFGS com derivadas

analiticas. Com B obtido como solugao da equagao
(5), o estimador de mdxima verossimilhanga de «
(denotado por &) é obtido por:

i+ﬁ—2r.
/8 S

~

o =

Estimadores de Maxima  Verossimi-
hanga com correcao de viés - EMVc

Ng, Kundu, Balakrishnan (2003) introduziram uma
correcao de viés no estimador de maxima verossimi-
lhancas, dados em [7] por:

Vies (&) = Vies (&) ~ —%,
Vies (B) ~ Vies (5) R —Z—z.

Sendo assim, os estimadores de méxima verossimi-
lhanca com correcao de viés sao dados por:

o n o\

a= (n—l)a’
< a2 -1 v2 ~
52(14—411) 6 (1+4> B,

Apés a estimacao dos parametros «a e 0 da dis-
tribui¢ao Birnbaum-Saunders e objetivando analisar
os resultados da estimacao pontual, calculou-se a
média, variancia, viés, erro quadratico médio, assi-
metria e curtose para cada tamanho de amostra.
As estimativas sao obtidas através das seguintes
equacoes:

Média de « e § estimados:

N N
Z; Q; Z-f Bi
E(a) = =1 ; E — =1 ;
()= ==L% () = =Ll
onde: N = numero de repeticoes do experimento;
«; e B; sao os estimadores de « e @ nas N repetigoes

do experimento, respectivamente.
Variancia de « e (§ estimados:

Var (a) = E (o) — (B())?,
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Var (8) = E (8°) - (E(8))?,
em que
S of Sy B
pot) - Z= g - T
Viés de a e § estimados:
Vies (o) = E (@) — a, Vies (8) = E(B8) — 5.

Erro Quadratico Médio (EQM) de « e (8 estimados:
EQM (o) = Var (o) + Vies (a)?,

EQM (8) = Var (8) + Vies (8)°.

Assimetria de « e 3 estimados:

Para cada réplica de Monte Carlo foi gerada
uma amostra aleatéria da distribuicio BS(«, )
t1,...,t,, onde t; ~ BS(a,f3), 1 1,...,n.
Para o processo de maximizacao da fungao
de log-verossimilhanca foi empregado o método
de otimizagao nao-linear BFGS, cuja rotina de
otimizagao utilizada foi a fungdo MaxBFGS da lin-
guagem de programacao Ox, utilizando derivadas
analiticas (fornecidas pelo usudrio). Os valores de
«a e [ associados ao ponto maximo desta fungao
sao as estimativas & e [ de méaxima verossimi-
lhanga dos parametros da distribuigao BS(«, 5).
Além disso, também calculou-se os estimadores de
méxima verossimilhanga com corregao de viés (& e

B).

N 3
(Oé) _ Zi:l (Oéi —F (Oé))
73 3’ Tabela 1: Estimativas do parametro «, no caso de a =
(n—1)/(Var(a)) 0.1 usando o EMV.
n___ 10 20 50 100
ZN (5, fE(ﬁ))?’ Média 0,0923 0,0961 0,0986 0,0993
v3 (B) = i=1 70 . Variancia 0,0222 0,0157 0,0101 0,0071
1 v 3 Assimetria  0,2283 0,1544 0,0706 0,0900
(n—1)+/(Var(B)) Curtose 30046 3.0085  3.0231  3.0270
. Viés -0,0077 —0,0039 —0,0014 —0,0007
Curtose de « e 3 estimados: EQM 0,0223 00157  0,0101  0,0071
N 4
Va (Ol) — Ez 1 ( (a)
(n—1) (Var(a))’
4
74(5)=Z’1(ﬂ1 L0 Tabela 2: E d d
_ 2 abela 2: Estimativas do parametro a no caso de a =
(n 1) Var(ﬁ)) 0.1 usando o EMVec.
n 10 20 50 100
Média 0,1025 0,1012 0,1006 0,1003
Resultados Variancia ~ 0.0006 0.0003 0,0001  0,0001
) Assimetria  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Para comparar os desempenhos dos estimadores dos ~ Curtose 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
parametros da distribuicio BS(a, 8) obtidos pelos  Viés 0,0025 0,0012 0,0006 0,0003
métodos de méaxima verossimilhanga e sua versao EQM 0,0006 _0,0003 0,0001 0,0001

com correcao de viés, realizou-se simulagoes de
Monte Carlo para diferentes tamanhos de amostra e
diferentes valores dos parametros. Os tamanhos de
amostra considerados foram n = 10, 20, 50 e 100,
considerando o pardmetro de forma o = 0.10 e o
parametro de escala § = 1.0. As simulagoes foram
realizadas utilizando 10.000 réplicas de Monte Carlo

Tabela 3: Estimativas do parAmetro 3, no caso de 3 =
1.0 usando o EMV.

e todo o processo executado a partir da linguagem Tl\l/[e Ta T 6809 T 8805 T 8800 T %)%%0
de programacao Oz. . _ Variancia 00317 00222 00141 00101

A simulacao de uma varidvel aleatéria T' com dis-  Assimetria  0.1245 00794 00548 0.0342
tribuicdo Birnbaum-Saunders com dois parametros  Curtose 30669 29638 3.0117 3.0863
foi realizada através da transformacgao monotona Viés 0,0009  0,0005 0,0000 0,0000
(3), onde a partir de (2) temos que X ~ N(0, 1 e ). EQM 0,0317 0,0222 0,0141 0,0101

Assim, T pode ser escrito da forma (4). Ou seja,
numeros pseudo-aleatérios da distribuigdo BS(«, )
foram obtidos a partir de niimeros pseudo-aleatérios
normais; os numeros pseudo-aleatorios normais
foram gerados a partir de nimeros pseudo-aleatérios
uniformes, utilizando o gerador “multiply-with-
carry”, de periodo de aproximadamente 20, de
George Marsaglia.

Nas Tabelas (1-4) apresentou-se, os resultados
numéricos dos estimadores @ e 3 e dos estimadores

& e 3 para o caso em que a = 0.1 e § = 1.0.
Observa-se que as médias das estimativas de a e ¢ se
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Tabela 4: Estimativas do pardmetro 3 no caso de 3 =

1.0 usando o EMVe.
10

n 20 50 100
Média 1,0006 1,000 0,0999  1,0000
Varidncia ~ 0,0010 0,0005  0,0002  0,0001
Assimetria  0,0000 0,0000  0,0000  0,0000
Curtose 0,0000 0.0000  0.0000  0,0000
Vids 0,0004 0.0004 —0,0001 0,0000
EQM 0,0010  0.0005  0,0002  0.0001

aproximam do parametro de forma « a medida que
o tamanho da amostra aumenta. Entretanto, no que

diz respeito ao viés, os estimadores & e (3 apresen-
tam, em médulo, vieses consideravelmente menores
que os vieses dos estimadores & e 3 para todos os
tamanhos amostrais. Também ¢é possivel notar que
a estimativa do FQM do estimador ¢ e 8 nao difere

muito da estimativa do EFQM do estimador a e 3.
Esse comportamento permanece para os diferentes
tamanho de amostra. No que tange a assimetria,

a distribuicao dos estimadores a e 3 apresentaram
valores concentrados a esquerda, ja que esta me-
dida é sempre positiva. Um outro fato interessante é
que a curtose dos estimadores @ e 3 estao proximas
de 3, ou seja, a curtose destes estimadores estao
proximas da curtose da distribuigao normal padrao.
Contudo, quando executada a correcao dos vieses
dos estimadores, tanto a assimetria quanto a cur-
tose aproximam-se de zero.

De forma geral, verifica-se que com o aumento

do tamanho da amostra o coeficiente de assime-
tria decresce e se aproxima de zero enquanto que

para a curtose hd uma leve variabilidade que nao
provoca mudancas bruscas no grau de achatamento
de ambos os estimadores implementados. Ainda em
relacao a assimetria, notamos que a distribuicao dos
estimadores apresentam valores concentrados a es-
querda, ou seja, assimétricas positivas; ja em relagao
a curtose, as distribui¢des de @ e 3 tém uma forte
tendéncia para curvas de pouco achatamento, ou
seja, sao distribuicoes com valores tipicamente con-
centrados em torno da média.

Consideracoes Finais

Este artigo implementou um programa em lin-
guagem Oz para encontrar os estimadores dos
parametros o e [ da distribuicao Birnbaum-
Saunders. Obteve-se os estimadores pelo Método da
Maéxima Verossimilhanga e sua versao com correcao
de viés. Por nao apresentar solugao analitica de
forma “fechada”, encontrou-se os estimadores uti-
lizando técnicas de otimizacao nao-linear. Utilizou-
se 0 método de otimizagao nao-linear BFGS com
derivadas analiticas para maximizagao numeérica da
fungao de log-verossimilhanga, encontrando-se as
estimativas pontuais dos parametros de forma o«
e de escala 8. Com os resultados numéricos dos

estimadores para o caso em que a = 0.1 e f =
1.0, observou-se que as médias dos estimadores
de o e [ para os dois métodos se aproximam
assintoticamente do parametro, ou seja, a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Entretanto,
no caso dos estimadores com correcao de viés,
tais estimadores apresentam, em modulo, vieses e
Erro Quadratico Médio (EQM) consideravelmente
menores para todos os tamanhos amostrais. Notou-
se também que a assimetria dos estimadores apre-
sentou valores concentrados a esquerda. Um outro
fato interessante é que a curtose dos estimadores
aproximou-se de 3, ou seja, a curtose destes esti-
madores estao préximas da curtose da distribuigao
normal padrao. Contudo, quando executada a
correcao dos vieses dos estimadores, tanto a as-
simetria quanto a curtose aproximaram-se de zero.
Dessa forma, o ganho de precisao do estimador com
corregao de viés é significativo.
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