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Resumo

Neste artigo revisamos a reamostragem de séries
temporais baseada na Transformada Wavelet Dis-
creta(DWT) e apresentamos um método que usa
Transformada Wavelet Discreta por Pacotes(DWPT)
para a geração de dados reamostrados em substituição
aos métodos clássicos [5, 7, 8, 13] e os aplicamos na es-
timação da densidade espectral de potência de séries
temporais geradas a partir de modelos autoregressi-
vos.
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Introdução

Idealmente, quando precisamos estimar certos
parâmetros de um processo estocástico, necessitamos
de várias realizações do mesmo para podermos
determinar, por exemplo, através de intervalos de
confiança, o grau de confiabilidade das estimativas
produzidas. Ocorre que nem sempre é posśıvel reali-
zar um experimento mais de uma vez e, nestes casos,
necessitamos dos métodos de reamostragem para
abordar a problemática. Tais métodos surgiram das
idéias básicas de bootstrap, introduzidas por Efron
[6], e cabem a eles gerar realizações hipotéticas(dados
reamostrados) de um determinado experimento com
base em uma realização inicial fornecida. Contudo, o
bootstrap básico pode ser aplicado somente à variáveis
aleatórias i.i.d. o que limita sua aplicação direta
sobre séries temporais, onde as amostras geralmente
são correlacionadas. Isso têm motivado muitos
pesquisadores a buscarem métodos que permitam
descorrelacionar as amostras das séries para uma
posterior aplicação do procedimento de bootstrap.

Com o surgimento da Transformada Wavelet
e principalmente com a introdução do algoritmo
piramidal, feita por Mallat [14], permitindo o cálculo
eficiente da Transformada Wavelet Discreta(DWT),
certas propriedades vieram à tona. Uma dessas pro-
priedades, discutida por vários autores [9, 10, 17, 20],

diz que seus coeficientes tendem a se tornarem
aproximadamente descorrelacionados conforme o
número de ńıveis e a ordem dos filtros utilizados na
decomposição aumentam, o que levou Bullmore et.al.
[4] a propôr o procedimento de wavestrap.

Além dos métodos de reamostragem baseados em
wavelets, existem outros baseados nos domı́nios do
tempo e da freqüência [13], vários deles recentemente
revistos em [2].

Alguns autores [9, 10] mostraram que o wavestrap
funciona bem para modelos onde as densidades es-
pectrais de potência(DEP) são suaves, ou seja, pro-
venientes de modelos que contenham mais zeros que
pólos. Contudo, quando o espectro possui picos muito
acentuados, que é o caso dos modelos autoregressivos,
esses métodos baseados na DWT apresentam certo
viés dependendo da forma como são aplicados. Nesse
artigo fazemos uma revisão dos métodos baseados na
DWT para estes casos e apresentamos um método que
usa a DWPT como outra alternativa.

Reamostragem de Séries Tempo-
rais Baseada em Wavelets

As duas transformadas em questão podem ser es-
tudadas por meio de matrizes ortogonais [15], isto é,
cada uma delas possui uma matriz ortogonal de trans-
formação WN×N que transforma um sinal(série tem-
poral)

x = [x (0) · · ·x (N − 1)]
T

, (1)

de comprimento N = 2J em um vetor WN×1

contendo seus respectivos coeficientes por meio da
equação de análise,

W = Wx. (2)

Além disso, como a matriz W é ortogonal, o sinal
x pode ser recuperado de acordo com a equação de
śıntese

x = W
T W. (3)

Considerando que x seja decomposto em J0 ≤ J
ńıveis, J0 ∈ N, o vetor de coeficientes transformados
W pode ser particionado para as duas transformadas
como [15]
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com 1 ≤ j ≤ J0 e 0 ≤ k ≤ 2J0 − 1.
Foi utilizando essa interpretação que Mallat [14]

introduziu o algoritmo piramidal, ilustrado nas figu-
ras 1 e 2 para J0 = 3. Esse algoritmo está ligado aos
conceitos de bancos de filtros [1, 18] e sua conexão
com a representação matricial [15] é feita pela matriz
W que depende explicitamente dos coeficientes do fil-
tro H(z) que por sua vez depende da wavelet adotada.
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Figura 1: DWT - Decomposição por Bancos de Filtros
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Figura 2: DWPT - Decomposição por Bancos de Filtros

Os métodos de reamostragem baseados em wavelets
estão apresentados nos procedimentos 1 e 2 e a grande
motivação para estarmos apresentando um método de
reamostragem baseado na DWPT vem do fato mos-
trado na figura 3, onde vemos como o espectro está
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Figura 3: Divisão do Espectro: (a)DWT; (b)DWPT

divido para o caso das duas transformadas. Con-
forme pode ser visto, a DWT não analisa a banda
de freqüências [π/2, π] aos quais os coeficientes W1

estão associados, ao passo que a DWPT o faz. Isto
se torna um grande diferencial conforme veremos nos
exemplos a seguir.

Procedimento 1 Reamostragem baseada em Wave-
lets utilizando a DWT: Wavestrap

Entrada: x = [x (0) · · ·x (N − 1)]T e J0

1. Escolha a wavelet desejada assim como sua ordem e
monte a matriz W [15].

2. Determine a DWT de x através da equação de
análise,

W = Wx.

3. Avalie as funções de autocorrelação dos coeficientes
presentes nos subvetores W1 · · ·WJ0

, aplique o bo-
otstrap aos Wi que estiverem aproximadamente des-
correlacionados, mantenha os restantes assim como
VJ0

inalterados e obtenha

W
∗ =







W
∗

1

...
W

∗

J0

VJ0






.

4. Calcule o sinal reamostrado através da equação de
śıntese da DWT,

x
∗ = W

T
W

∗.

Sáıda: x∗

Exemplos

Apresentaremos três aplicações dos procedimentos
1 e 2. Em todos os casos consideraremos sistemas
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Procedimento 2 Reamostragem baseada em Wave-
lets utilizando a DWPT: Wavestrapping

Entrada: x = [x (0) · · ·x (N − 1)]T e J0

1. Escolha a wavelet desejada assim como sua ordem e
monte a matriz W [15].

2. Determine a DWT de x através da equação de
análise,

W = Wx.

3. Avalie as funções de autocorrelação dos coeficientes
presentes nos subvetores WJ0,0 · · ·WJ0,2J0−1

, apli-
que o bootstrap aos WJ0,i que estiverem aproxima-
damente descorrelacionados, mantendo os restantes
inalterados e obtenha

W
∗ =







W
∗

J0,0

...
W

∗

J0,2J0−1






.

4. Calcule o sinal reamostrado através da equação de
śıntese da DWPT,

x
∗ = W

T
W

∗.

Sáıda: x∗

autoregressivos, ou seja, sistemas do tipo

( )
1

A z

( )nε ( )x n

Figura 4: Sistema Autoregressivo

com

x(n) =
1

A(z)
ε(n), 0 ≤ n ≤ N − 1 (5)

onde ε(n) é um rúıdo branco gaussiano de média
nula e variância unitária.

Em todos os casos consideraremos N = 1024,
J0 = 4 e como wavelet utilizaremos a D(40) [15].
Além disso, utilizaremos o método de Burg [11] para
estimar as densidades espectrais de potência(DEP)
das séries geradas.

Exemplo 01: Seja

A(z) = 1+0, 4z−1+0, 2z−2+0, 1z−3+0, 1z−4+0, 1z−5

e x1(n) calculado de acordo com a equação 5. Uma
estimativa da densidade espectral de potência de
x1(n) pode ser vista na figura 5(a).

As figuras 6 e 7 mostram a autocorrelação dos coefi-
cientes da DWT e DWPT de x1(n), respectivamente.
Podemos ver que todos os coeficientes em todos os
ńıveis são praticamente descorrelacionados. Com isso,
se aplicarmos os procedimentos 1 e 2 à série x1(n)

10 vezes, obtendo as versões reamostradas x∗

1(n) te-
remos como resultado o mostrado nas figuras 5(b) e
5(c) para a DWT e DWPT, respectivamente.

Exemplo 02: Seja

A(z) = 1 + 1, 6018z−1 + 0, 9800z−2

e x2(n) calculado de acordo com a equação 5. Uma
estimativa da densidade espectral de potência de
x2(n) pode ser vista na figura 8(a).

As figuras 9 e 10 mostram a autocorrelação dos
coeficientes da DWT e DWPT de x2(n), respectiva-
mente. Se fizermos 10 vezes a reamostragem em todos
os ńıveis da DWT e em todos exceto, por exemplo,
W4,10, W4,12, W4,13 e W4,14 da DWPT teremos o
resultado mostrado nas figuras 8(b) e 8(c), respectiva-
mente. Podemos ver que o resultado apresentado pela
DWT é bem viesado comparado ao da DWPT. Isso
se deve ao fato de termos reamostrado os coeficientes
de W1 que apresentam uma autocorrelação alta, ao
passo que os coeficientes da DWPT são praticamente
descorrelacionados.

Exemplo 03: Seja

A (z) = 1 − 0, 0001z−1 + 0, 9802z−2 − 0, 0002z−3+
+0, 9605z−4 − 0, 0001z−5 + 0, 9414z−6 − 0, 0001z−7+
+0, 9227z−8

e x3(n) calculado de acordo com a equação 5. Uma
estimativa da densidade espectral de potência de
x3(n) pode ser vista na figura 11(a).

As figuras 12 e 13 mostram a autocorrelação dos
coeficientes da DWT e DWPT de x3(n), respectiva-
mente. Se fizermos 10 vezes a reamostragem em to-
dos os ńıveis, exceto W1, da DWT e em todos, exceto
W4,9, W4,10 e W4,13, da DWPT teremos o resultado
mostrado nas figuras 11(b) e 11(c), respectivamente.
Podemos ver que o resultado apresentado pela DWT é
bem viesado comparado ao da DWPT. Isso se deve ao
fato de termos reamostrado os coeficientes de W2 que
apresentam uma autocorrelação alta, ao passo que os
coeficientes da DWPT são praticamente descorrelaci-
onados, exceto pelos desprezados na reamostragem.

Conclusões

Através dos exemplos apresentados pudemos ver
que os métodos baseados em Wavelets são eficientes
para a geração de dados reamostrados, bastando esco-
lher adequadamente os ńıveis aonde se deseja realizar
a reamostragem antes da reconstrução. O fato do
wavestrap utilizando a DWT ter apresentado resulta-
dos viesados para os exemplos 2 e 3 está vinculado
aos picos presentes em π

2
≤ ω ≤ π, visto que ela

não decompõe os sinais nessa banda. Já os coefici-
entes da DWPT se apresentaram aproximadamente
descorrelacionados nos três casos e conforme o ńıvel



VIII ERMAC-R3

5o Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computacional
20 a 22-Novembro-2008

Universidade Federal do Rio Grande do Norte - Natal/RN

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

Frequencia Normalizada  (×π rad/amostra)

D
E

P
 (

dB
/ r

ad
/a

m
os

tr
a)

(c)(b)

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

Frequencia Normalizada  (×π rad/amostra)

D
E

P
 (

dB
/ r

ad
/a

m
os

tr
a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

Frequencia Normalizada  (×π rad/amostra)

D
E

P
 (

dB
/ r

ad
/a

m
os

tr
a)

Figura 5: DEP: (a) x1(n); (b) x
∗

1(n)(DWT); (c)
x
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Figura 6: Autocorrelação dos Coeficientes da DWT de
x1(n)
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Figura 7: Autocorrelação dos Coeficientes da DWPT de
x1(n)
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Figura 8: DEP: (a) x2(n); (b) x
∗

2(n)(DWT); (c)
x
∗

2(n)(DWTP)
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Figura 9: Autocorrelação dos Coeficientes da DWT de
x2(n)
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Figura 11: DEP: (a) x3(n); (b) x
∗

3(n)(DWT); (c)
x
∗
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Figura 12: Autocorrelação dos Coeficientes da DWT de
x3(n)
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Figura 13: Autocorrelação dos Coeficientes da DWPT de
x3(n)

de decomposições aumente, a tendência é que fiquem
ainda mais descorrelacionados.
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