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Resumo Neste trabalho, estudamos os

resultados obtidos por Watson e Steffensen, os
quais relacionam  fungBes geradoras de
probabilidades e esperanca de variaveis aleatorias
para se estimar a probabilidade de extincdo do
sobrenome de uma familia. Além disso,

apresentamos uma aplicacdo ao problema de
extincdo com algumas hipd6teses pré-definidas.

Palavras-chave probabilidade de extingso,
geradora de probabilidade, processo de ramificacao.

Introducéo

seja{X (t):tOT}={X,,t = 01,2}
um processo estocastico a tempo discreto onde
tUT é finito. O conjunto dos valores possiveis

assumidos pelas variaveis aleat6ri¥s no tempo

tOT é chamado espaco de estados.

Processo de Markov ou cadeias de Markov
€ um caso particular de processos estocasticos que
apresenta a propriedade de Markov, chamada assim
em homenagem ao matematico Andrei Andreyevich
Markov.

A propriedade
P(X(n+D)|X(©), X, -, X(n))
=P(X(n+1)| X(n))=P(X,,, | X,). conhecida por
propriedade de Markov, também chamada de
memodria markoviana, mostra que o estado atual é
suficiente para se tirar conclusdes sobre o estado
seguinte e que o0s estados anteriores sé&o
irrelevantes.

Neste trabalho vamos estudar um caso
particular de cadeia de Markov, introduzida por
Bienayme em 1845 e posteriormente formalizada
por Galton e Watson chamada de processos de
ramificacdo. Os estudos se iniciaram devido a um
problema interessante relacionado a conservacgao do
nome de uma familia. Levando em consideracéo
que o nome se transmite através dos filhos do sexo
masculino, investiga-se probabilidade do numero de
descendentes do sexo masculino da n-ésima geracao
de uma familia ser igual a zero. Hoje podemos

encontrar varias aplicacbes deste estudo em
diversas areas tais como Fisica e Biologia.
Consideraremos uma populacéo

individuos ou organismos vivos, ondeX,
representa o tamanho da populacdo do sexo
masculino no tempon e fn 0 numero de

descendentes do sexo masculino de cada individuo
da n-ésima geracdo. Determinaremos com que
probabilidade a populagdo se extingue, isto &,
vamos estudar a existéncia da probabilidade
P(X, =0 para algumn).

Para analisar as possibilidades de uma
familia ou seu sobrenome se extinguir basta amalisa
0 que acontece com os descendentes da populacgéo.
A funcdo geradora de probabilidades é muito
importante para desenvolver este estudo e Watson,
em seu teorema, mostra a existéncia da distribuicao

de probabilidade para a variavel aleatériq,
conhecendo as funcdes geradoras de probabilidade
das variaveis aleatériag , que representam o

numero de descendentes de cada individua da n-
ésima geracéo.

Com os resultados obtidos, Watson e
Steffensen passam a investigar a probabilidade de
extincdo levando em consideragdo que nunca
havera extingao se a probabilidade de um individuo
ndo gerar descendentes for nula. Assim,

considerand®< p, <1 e algumas itera¢des

utilizando a relagéo¢n+m(8) = ¢n (¢m (S)) do

teorema de Watson, eles mostram que a
probabilidade de extincdo pode ser previamente

analisada através da esperancaXde além de ser a

de

menor solug&o positiva da equag#fs) = S, onde

@ é afuncdo geradora de probabilidadeque

Processos de Ramificacao
Considere o processo estocésti{:xn}

onde X, é o tamanho da populacéo de individuos

do sexo masculino da n-ésima geracdo de uma
familia e cada organismo em seu tempo de vida

produz um ndmero aleatérié, de descendentes do
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sexo masculino. As varidveis aleatoria§ sdo

independentes com distribuicdo de probabilidade
dada por

P, = P($ =k) (2.1)

k=012--- ondep, 20 ez p, =1
k=0

Assumimos que todos os descendentes séo
independentes e até o fim de seus tempos de vida
(por simplicidade, assumiremos que o tempo de
vida de todo organismo é o mesmo) tenham
descendentes individualmente de acordo com a
distribuicAo de probabilidade (2.1), assim
multiplicando sua espécie.

Propriedade 2.1 O processo estocastico
{Xn}, onde X, é o tamanho da populagéo da n-

ésima geracéo é uma Cadeia de Markov.
De fato, considerando as distribuicbes de

X XKoo X, Xy p<n, <---<np<n

0 Unico conhecimento relevante é o conhecimento
da dltima populagdo contada, desde que o nimero
de descendentes é uma funcdo meramente do
tamanho da populagéo presente.

A matriz de transicao é dada por

R =P{Xpa = i1X, =i}
=P{&,++& =i} e

Isto é, na n-ésima geracdo os individuos

independentes produzem o niimero de descendentes
[

{fk}k:l e entdo o tamanho da populacdo de

individuos do sexo masculino na n-ésima geracéo é

51+52+"'+<(i-

Definicdo 2.1 Seja ¢,, n=1,

sequéncia de variaveis aleat6rias independentes e
identicamente  distribuidas com valores em

S={0L2,--} e distribuigdo comum dada por
p. =P(€ =k), K=0. Uma Cadeia de
Markov {Xn,nZO} é chamada Processos de

Ramificacdo com espago de estad& se as
probabilidades de transicdo sdo dadas

PO, Y) = P{X, =y X,y =%
=P{& +-+& =y} , parax=21, y20 e
p(00) = P{X, = 0| X, =0} =1.

uma

por

Funcdo Geratriz e o Teorema de
Watson
Considere o processo estocésr[één} onde
X, é o tamanho da populagédo da n-ésima geracédo

de uma familia. Estabelecemos algumas relacdes
para a funcéo geratriz de probabilidade da variavel

aleatéria X, .
Suponha que a populacéo inicial consiste
de um individuo, isto ¢é, X, =1. Para

Xrl
n=0L12,--- podemos escreveX, ZZEr ,
=1

onde Czr (r=1) sdo variaveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas, que
representam o numero de descendentes de um
individuo, com distribuicdo dada por

P& =k)=p, k=012 e p =1.
k=0
Defina a funcéo geradora de probabilidade
#(9) =D psS e, (9= P(X, =k)s*,
k=0 k=0

para

n=012,--- Assumimos @,(S)=S e
$.(s) = (s).
Além disso,

Br(9= 2 P{X,0 =KJs"

> PiXou =K1 X, = j}P{X, =

j=0

Skip{xn = j}P{fl+...+fj :k}

j=0

1
M 3 3]s

1l
o

its

00

P{X, = )} Plg ++ & =Ks*

k=0

Como &, , r=12,---,j, séo varidveis
aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com fung&o geratriz comug(Ss), a

soma §; +--+ ¢,

probabilidade dada pdg(s))’ .
Entao,

Prea(S) = Z P{X, = j}#(9)".

Nesta equacéo, o lado direito é a fungdo geradora d
probabilidade de X (tamanho da populacdo do

tem funcdo geratriz de
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sexo masculino da n-ésima geracao) avaliada em
@(S), que ¢ a fungdo geradora de probabilidade de

&, (nimero de descendentes do sexo masculino de
cada individuo da n-ésima geracdo). Assim,
conclui-se que

$,1(9) = 9, (8,(9) =8, (8(9).

Desta relagéo, segue que

11(9) = 8,(8(9) = 4, (6(6(9)))
=0,1(£,(9) = 8., (8,(8(9)) = 4,-.(¢,(9))

Por indugdo, para algurk = 01,---,n,

temos @1 (9) = Booic (Brs (9).

Em  particular, com k=n-1,

.0 (9) = P8, (9).

Portanto, dada uma fung&o geratfs) ,

pelo Teorema de Kolmogorov, existe uma
seqliéncia de variaveis aleatdrias independentes e

identicamente distribuidaé,, &,,--+ com a fungéo

Xn
geratriz ¢, onde Xn+1=Zfi, tal que
i=1

Brs(9= 2 P{Xs =K"= 9(,(9)

podemos concluir qu@, (S) é fungéo geradora de

probabilidade das variaveis aleatériXs, , N> 0.

Com isto mostramos o0 seguinte teorema
Teorema 3.1 (Watson)  Seja

@(s) :Z P, S, H <1, a fungéo geratriz de
k=0

probabilidade de fl e defina, indutivamente
bo(9=5 9.(5=5 #,(5)=9(¢,4(9)
para N=1. Entdo, @, (S) é a fungdo geratriz de

X,, n=20.
Por iteracdo é possivel mostrar que

¢n+m(S):¢n(¢m(S)). Em particular tem-se

.0 (9 =4, (4(9).

Probabilidade de Extincao

Com o resultado obtido por Watson no
teorema 3.1, Watson e Steffensen passam a
investigar a probabilidade de extincdo levando em
consideragdo que nunca havera extincdo se a
probabilidade de um individuo ndo gerar

descendentes for nula e fazendo iteragcbes com a

relacao@, ., (S) =@, (¢m (S)) :

Para determinaremos com que
probabilidade a populacdo se extingue vamos

estudar a existéncia da probabilidaB$ X, =0
para algumn) e adiantar que sempre qu€, =0

teremos X, =0, parak >n.

Nunca havera extingdo se a probabilidade de um
individuo nao gerar descendentes for nula, ou seja,

p, = P(X,, =0 para algumn) = 0. Assim, para
analisar a probabilidade de extincéo,
considerar0 < p, <1.

Defina (], como a probabilidade de

extingcdo da n-ésima geracao da populacdo. Como 0
€ um estado absorvente, temos

q, = P{U{xn =0}} =1im P{L”J{xk =0}}

n=1

=limP{X, =0} = lim ¢,(0).

n-oo

vamos

Como @,.,(s) = #(#, (5)) . segue que
Unes = 0 0) =0(0, (0) =0(a,) ©4.1)

A fungdo geradora de momentg¥s) &

uma fungdo estritamente crescente, pois € uma série
de poténcia com coeficientes ndo negativos e

0<p,<le

0y :¢1(0) =p, >0e

d, =4(4,(0)) = 4(a,)> 40 =q,.
que 0, >0,
s = #(0y) > #(0y) =0,

Indutivamente, isto mostra que a seqiiéncia
0.+, 0,, - € crescente e limitada superiormente

Assumindo segue  que,

por 1. Portanto, existe o limithm q, = 77existe

n-oo

onde0O< 7 <1

Como @(S) é continua, pardd<s<1,
passando ao limite pafa — o na expresséao (4.1),
obtemos 71 =¢@(71) e concluimos queZié a
probabilidade da eventual extincdo e uma solugéo
para a equacd@(s) =s  (4.2)

Afirmamos que 71é a menor solucéo
possivel de (4.2). De fato, sej§, uma outra

solugéo positiva de (4.2). Entdo
0, =¢0)<@(s,)=S,. Assumindo  que
d, <Sp, segue de (4.1) que
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Q.. =9(q,) <@(S,) =S,. Assim, por indugéo,

deduzimos que Q, <S,, para todo N e

consequentemente = lim g, <'s,, ou seja,77é

n- oo
a menor solugcdo positiva para (4.2), concluindo a
afirmacéo feita.

Temos como objetivo, neste momento,

determinar pontos fixos para(S). Para isso

usaremos o conceito de funcdo convexa, dado
abaixo.

Definicdo 4.1Uma fungdo@:|l — R é convexa
se paraa<X<Db, arbitrarios eml, o ponto
(X, #(X)), do grafico degp esta situado abaixo da

secante que liga os pont¢a, ¢(a)) e (b, #(b)) .

0
Como Z p, =1, podemos  escrever
k=0

P + pl+k§:pk zljgpk :l_(po+ pl)
=2 =

= @"(s) = ik(k -1 p, >0, pois estamos

k=2
assumindop, + P, <1. Assim, podemos concluir
que @ é uma funcéo convexa eM<S<1 e seu
gréfico pode interceptar a reta d&° no maximo
em 2 pontos . Comap(l) =1 podemos afirmar

gue S=1 é um ponto de interse¢éo. Neste ponto,
vamos analisar a inclinacdo da reta tangente ao
gréafico deg .

Se m=¢'() >1 a inclinagdo da reta
tangente ao grafico dp em S=1 excede 1 e o
gréfico de @ intercepta a reta dd5° em s<1,
como mostra a figura 1. Neste cede< 71 <1.
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Figurz; 1m=¢'(h) >1

Se m=¢'() <1 a inclinagdo da reta
tangente ao grafico d¢ em S=1 é menor ou

igual a 1 e o grafico sé intercepta a retad®® em
S=1, como mostra a figura 2. Neste cago=1.
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Figura2zm=¢'() <1

Com isso, fica provado o importante
teorema de Watson e Steffensen.
Teorema (H. Watson, J. Steffensen) Se

m=EX, <1, entdoq =1. Sem>1, entdoq é
a Unica solucdo ndo negativa em [0,1) de

#(s)=s.

Utilizaremos os resultados obtidos em uma
aplicagdo pratica para calcular a probabilidade de
extincdo de um processo de ramificacdo, supondo
pré-definidas algumas probabilidades.

Exemplo 4.1 Considere um processo de
ramificacéo {X n} , N=0 onde p,= %

p—1 p—i p—iep—O ara

1T T T T TE P

k>4. Encontre a probabilidade de extingdo
definida por7i.

Solucao

Primeiro vamos calcular a esperanca da variavel

aleatéria X,, para verificarmos como se comporta
a probabilidade de extingdo. Temos

EX =) kP(X =k)
k=0

—o 1t + 205 30t + k.
4 "2 16 6

:H>_']_

16

Com isso, podemos concluir que a probabilidade de
extincdo € menor que 1 e consequentemente é dada

pelo ponto fixo da equacad(s) =S.
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Agora,
- 101 3, 1 34
= =+ [b+—[& +—[&-
e ;pks 4 2 16 16
Fazendo@(S) = S, segue que
£+£E+EE2+AE3=S
4 2 16 16
4+8s+3s°+s° 16s
: =
16 16
=s®+3s° -8s+4=0

= (s-1)(s+2-2/2)s+2+2/2)=0.

Como a probabilidade de extincdo € o menor valor
positivo que satisfazg(s)=s, concluimos que

T=-2+22.

Exemplo 4.2 Seja ¢(s) =(a52 +Dbs+ C) com
a>0 b>0, ¢c>0 e ¢(@)=1. Mostre que a
probabilidade de extingdo €7 =c/a, onde
O<n<1l

Solucéo:

Como 0< 71 <1, determinaremos o ponto fixo da
equaciop(s) =s.

Temos,as” +bs+c=s

=as’ +s(b-1)+c=0
Comog(@)=1=c=1-a-b
e de (4.3) temos
(s-1(as+(a+b-1))=0.

(4.3)

Dividindo a equacdo (4.3) poisS—1 obtemos

quocienteas+b +a—1 e resto

r=a+b=c-1=0,poisc=1-a-b.

Logo, as solugdes degp(s)=S sdo S=1 e
a+b-1 -(Q1-a-b) _c

S= = =—.Como a

—da —a a
probabilidade de extincdo € a menor solugdo
positiva de ¢(S) =S, podemos concluir que

a
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