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Resumo

Diversos estudos recentes compreendem a andlise
de varidveis definidas no intervalo (0,1), como pro-
porcoes. Os modelos mais utilizados na literatura
sao beta e simplex. Os modelos lineares generali-
zados (MLG) proposto por Nelder e Wedderburn
(1973) possibilitam abrir um leque de opgdes para
a distribuicao da variavel resposta, permitindo que
a mesma pertenga a familia exponencial de dis-
tribuigoes, bem como dar maior flexibilidade para
a relagao funcional entre a média e o preditor li-
near. Este trabalho consiste em comparar através
de uma aplicacao a dados reais o modelo proposto
por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e o desenvolvi-
mento da regressao simplex com os MLGs. Defini-
se um residuo para o modelo de regressao simplex,
muito util na andalise de diagnéstico, a partir do tra-
balho de Espinheira, Ferrari e Cribari-Neto (2008).
Além de apresentar uma forma geral das medidas
de diagndsticos.
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Introducao

Diversas situagoes compreendem a andlise de
variaveis de proporgoes. Pode-se citar, por exem-
plo, as proporcoes de casa que tem TV a cabo, de
renda gasta com alimentacoes, etc. Muitos mode-
los sao estudados para analisar varidveis continuas
definidas no intervalo (0,1), em fungdo de outras
variaveis, desde modelo de regressao linear a mode-
los com distribuigao.

Kieschnick e McCullough (2003) separam esse
tipo de varidvel em duas categorias. Os dados
definidos no intervalo aberto (0,1), enquanto que na
segunda, sao definidos no intervalo [0,1] e seguem
uma distribuicao mista discreta-continua. Aqui,

vamos estudar varidveis que pertencem a primeira
categoria, em especificos os modelos de regressao
baseado na distribuicao beta e distribuicao sim-
plex [6]. Além dos modelos lineares generalizados,
que sao uma extensao dos modelos normais lineares
[4]. Faz-se uma comparagao desses modelos, através
de uma aplicagao, dentre esses trés modelos uma
variacao do critério de AKAIKE evidencia melhor
adequacao dos modelos lineares generalizados.

Métodos
0.1 Modelo de Regressao Beta

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram o mo-
delo de regressao beta para situagbes em que a
variavel resposta é continua e restrita ao inter-
valo (0,1) e estd relacionada a outras varidveis
através de uma estrutura de regressao. O mo-
delo sugere uma reparametrizacao da distribuigao
beta, considerando-se a média da resposta e um
parametro de dispersao.

Sejam yi,...,y, varidveis aleatérias indepen-
dentes, onde cada y;, t = 1,...,n, segue uma dis-
tribuicao com média u; e parametro de dispersao
desconhecido ¢ (constante para todo t). O modelo
de regressao beta é definido pela distribuicao beta e
pelo componente sistematico

k
9(ue) =z = m, (1)
i=1

em que 1n; = w13 é o preditor linear, 3 =

(B, .-

nhecidos a serem estimados (8 € R*), z{ =
(z41,-..,my) rTepresenta os valores de k(k < n)
variaveis explicativas que sao assumidas fixas e co-
nhecidas. A funcdo ¢(.) é chamada de fungao de
ligacao, uma funcao estritamente monétona e du-
plamente diferencidvel que transforma valores do in-
tervalo (0,1) em R.

T R
,0r)" é um vetor de pardmetros desco-
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Uma funcao de ligacao utilizada é a logito, pois
permite interpretacao simples para os parametros
de regressdo. Em (1), segue que

Mt
1—

g(ut)—log< >—ﬂctTﬂ,t—1,...,n.
H

Quando a funcao logito é usada, os parametros
de regressao podem ser interpretados em termos de
razao de chances (odds ratio).

0.2 Modelo de Regressao Simplex

Outra distribuicdo que pode ser utilizada para es-
tudar uma variavel resposta continua e restrita ao
intervalo (0,1) é a distribui¢do simplex [5]. A dis-
tribuicao simplex faz parte de modelos de dispersao
[1], que estendem os modelos lineares generalizados.

Sejam yi,...,y, varidveis aleatoérias indepen-
dentes, onde cada y; tem distribuicao S (ut,oz),
t=1,...,n. O modelo de regressao simplex é definido
pela densidade da distribuicao simplex, onde as
médias u; sao modeladas por

k
9 () = wufBi = m,
i=1

Em que ¢(.) é uma funcdo de ligacdo, estrita-
mente mondtona e duplamente diferencidvel que
transforma valores do intervalo (0,1) em R, § =
(B, .- ,Bk)T é o vetor dos parametros da regressao
(ﬁ € §Rk), 2] = (241,...,24) sdo os valores conhe-
cidos de k covariaveis e 7; € o preditor linear.

Defini-se um residuo para o modelo de regressao
simplex, muito 1til na analise de diagndstico, a par-
tir do trabalho de Espinheira, Ferrari e Cribari-Neto
(2008) por
Uy

Var (I =Thy)’

em que iy = —(1/2)d’ (y4; fir), het é 0 t-ésimo ele-
mento da diagonal de H e ¢; = Var(uy).
A matriz H é definda

H=AYV2X(XTAX)"1XTAY2,

PP _
Tt

em que A é a matriz de pesos.

0.3 Modelos Lineares Generalizados

Nelder e Wedderburn (1972) mostraram que uma
série de técnicas estatisticas, comumente estudadas
separadamente, podem ser formuladas, de uma
maneira unificada, como uma classe de modelos de
regressdo. A essa teoria unificadora de modelagem
estatistica, é uma extensao dos modelos classicos de
regressao, deram o nome de modelos lineares gene-
ralizados (MLG). Os MLGs consiste em abrir um

leque de opgoes para a distribuicao da variavel res-
posta, permitindo que a mesma pertenca a familia
exponencial de distribui¢oes, bem como dar maior
flexibilidade para a relagao funcional entre a média
e o preditor linear.

A estimacao neste estudo é realizada através do
método da maxima verossimilhaga para todos os
parametros, para as distribuicoes Normal, Binomial,
Normal Inversa e Gama. Isto pode ser generalizado
para outras distribuigoes.

Considerando n varidveis aleatérias indepen-
dentes y1,...,Yn, cada uma com funcao densidade
(ou probabilidade) na familia exponencial da forma

I (y;05,0) = exp{p [ydi — b(0:)] + c(y, d)},i

2)

em que b(.) e ¢(.) sdo fungdes conhecidas. Para o
modelo em (2) valem as seguintes relagoes:

E(y:) = pi =b'(0;), Var(y;) = ¢~ 'Viyi=1,....n

sendo ¢! o parametro de dispersdao e V = du/df
a funcdo da varidncia (carateriza a distribuigao).

Os MLGs sao definidos por (2) e pela componente
sistematica

glui)=ni=Xpyi=1,...,n

onde g(.) é uma funcdo de monétona e dife-
rencidvel, denominda fun¢ao de ligagdo, e X =

(z1,...,2y,) é amatriz do modelo, 5 = (04, . .. ,ﬁp)T

) A T
é o vetor de pardmetros e n = (n1,...,m,) € 0 pre-
ditor linear.

Algumas medidas de diagnésti-
co

Uma etapa importante do ajuste de um modelo de
regressao e a analise de diagnostico, pois nos per-
mite verificar possiveis afastamentos das suposigoes
feitas para o modelo e nos auxilia na identificagao
de observacoes extremas com alguma interferéncia
desproporcional nos resultados do ajuste.

Um ponto alavanca possui um perfil diferente dos
demais em relagao aos valores das varidveis explica-
tivas. Na prética, construimos um grafico de hy; ver-
sus o indice das observagoes ¢, t = 1,...,n. Um alto
valor de hy; comparado com os valores das demais
observacoes pode indicar que o ponto é de alavanca.

Um ponto aberrante é aquele que apresenta perfil
diferente das demais obervagoes em relagao aos va-
lores da varidvel resposta, e também possui valor
baixo na matriz de proje¢ao H. Com isso, um ponto
dificilmente é alavanca e aberrante.

Um ponto influente é aquele que exerce um peso
desproporcional nas estimativas dos parametros do
modelo, possui um perfil diferente dos demais no

=1,...
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que tange aos valores da varidvel resposta e apre-
senta valor alto na matriz de projecao H. Uma me-
dida de influéncia de cada observacao nas estimati-
vas dos pardmetros é a distancia de Cook [8]. Essa
medida mede o afastamento entre a estimativa do
vetor paramétrico utilizando todas as observagoes
(B) e sem a observagao y: (3t).

Uma medida utilizada para selecionar o modelo
mais parcimonioso entre os ajustados, ou seja, que
esteja bem ajustado e com um nuimero reduzido de
parametros, é o critério de informacao de Akaike

(AIC). O critério de informagdo de Akaike é dado
por

AIC = —21(B) + 2k,

sendo [(.) o logaritmo da fungao de verossimilhan-

¢a atribuida aos dados, § o estimador de maxima
verossimilhanca com base no modelo ajustado e k a
dimensao de (.

O gréfico de probabilidade meio-normal com en-
velope simulado é uma ferramenta de diagndstico
muito tutil para avaliarmos o ajuste do modelo. Este
grafico é construido baseado nos residuos padroniza-
dos. Detalhes sobre sua construgao podem ser en-
contrados em Neter, Kutner, Naschtheim Wasser-
man (1996). O envelope simulado é a banda de con-
fianga. A ocorréncia de pontos préximos ou fora da
banda de confianga indicam que o modelo nao esté
apropriado.

Resultados

Utilizamos os dados de oxidagao de amonia, anali-
sados originalmente por Brownlee (1965). Este es-
tudo consiste em analisar a perda na conversao da
amoénia em &cido nitrico, em 21 dias de processos
de producao de acido nitrico em uma planta indus-
trial. O &acido nitrico é utilizado na produgao de
fertilizantes, corantes, medicamentos, etc. O pro-
cesso ocorre da seguinte forma: o gds amonia reage
com o oxigéno do ar formando o 6xido nitrico, que
reage novamente com o oxigénio do ar produzindo
o diéxido de nitrogénio. Este, por sua vez, reage
com a agua formando o 4cido nitrico e também o
o0xido nitrico. Entao, o éxido nitrico produzido é
absorvido e reutilizado no processo. Ha& liberagao
de muito calor em todas essas reagoes quimicas,
sendo necessario o resfriamento do processo através
da agua.

A varidvel dependente (y) é a perda na con-
versao de amonia em acido nitrico, que corresponde
a propor¢ao de amoénia nao convertida em &cido
nitrico. O objetivo é modelar a proporcao de amonia
nao convertida em &dcido nitrico em funcao das co-
varigveis: corrente de ar (1), temperatura da dgua
(z2) utilizada no resfriamento do processo e a con-
centracdo de dcido nitrico (x3).

Ajuste do Modelo de Regressao Beta

Para ajustar o modelo de regressao beta a esses
dados, assumiremos que yi,...,¥y21 sao indepen-
dentes e seguem uma distribuicao beta com média
ue = 1,...,21, e o parametro de precisao ¢ des-
conhecido. Inicialmente, modelamos a média como

g (pe) = Bo + Brxu + Poxia + Praxys, (3)

sendo [y correspondente ao intercepto e g (,ut) a
funcédo de ligagao logito.

Os resultados do ajuste do modelo de regressao
beta especificado em (3) sdo dados na tabela 1.

Tabela 1: Estimativas dos parametros do modelo de
regressao beta ajustado para os dados de oxidagao de
amonia.

Parametros  Estimativa Erro Padrao  p-valor
Bo -7,7297 0,6795 0,0000
51 0,0294 0,0063 0,0000
B 0,0741 0,0189 0,0001
03 0,0029 0,0086 0,7390
[0) 2361,3550 730,3160

Aplicando as técnicas de diagnéstico, construindo
os graficos apresentados na Figura 1(a-d). A ob-
servacao 2 aparece como possivel ponto de alavanca
e a observacao 4 como possivel ponto aberrante. A
distancia de Cook revela que as observacoes 2, 4 e 21
sao maiores que as demais observacoes, destacando-
as como possiveis pontos influentes. A figura 1(d)
apresenta o grafico de probabilidade meio-normal.
Notamos que os pontos encontram-se dentro da
banda de confianga.
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Figura 1: Gréficos de diagndstico do modelo de
regressao beta ajustado para os dados de oxidacao de
amonia.

Para avaliar se os pontos 2, 4 e 21 exercem al-
guma influéncia nas estimativas dos parametros,



VIII ERMAC-R3

5° Encontro Regional de Matematica Aplicada e Computacional
20 a 22-Novembro-2008
Universidade Federal do Rio Grande do Norte - Natal/RN

ajustou-se novamente o modelo de regressao beta
com a exclusao de cada um desses pontos, sepa-
radamente. Porém, nao ha convergéncia do processo
de estimacdo dos parametros. Ajustamos, entdo, o
modelo excluindo esses trés pontos. Notamos que a
exclusao das observacoes (2, 4 e 21) altera bastante
as estimativas dos parametros.

Realizando novas andlises de diagndsticos para
verificar se ainda héd alguma observacao atipica. O
modelo de regressdo beta sem as observagoes (1, 2,
4 e 21) é adequado aos dados de oxidagado de amonia
e a variavel concentracao de acido nitrico nao é
signficativa para explicar a perda na conversao de
amonia em acido nitrico.

Tabela 2: Estimativas dos parametros do modelo de
regressao beta ajustado para os dados de oxidagao de
aménia,sem as observagoes (1,2,4 e 21).

Parametros  Estimativa Erro Padrao  p-valor
Bo -8,0139 0,5869 0,0000
1 0,0529 0,0052 0,0000
B2 0,0326 0,0129 0,0001
B3 ,0000 0,0086 0,9820
[9) 8734,8850 512,1235

Ajuste do Modelo de Regressao Sim-
plex

Consideremos que y1,...,y21 sdo independentes e
seguem uma distribuicao simplex com média u; e
parametro de dispersio o desconhecido. Utilizando
a funcao de ligagao logito, a média é modelada como

g () = Po + iz + Boxea + Brays, 4)

em que [y corresponde ao intercepto.

Aplicando as técnicas de diagndsticos, observa-se
hé existéncia de pontos atipicos. Apds sucessivas
analises o modelo de regressao simplex sem as ob-
servagoes (4, 10, 16, 17, 20 e 21) foi o adequado.
Em todos os ajustes do modelo de regressao sim-
plex apressentados aqui, a varidvel concentracao de
acido nitrico é nao significativa.

Fazendo nova andlise de diagnéstico, apresen-
tadas na Figura 2, a observacao 15 aparece como
possivel ponto influente. Nao se destacam pontos de
alavanca ou aberrante. No grafico de probabilidade
meio-normal, notamos que os pontos se encontram
dentro da banda de confianca. Por fim, excluindo-se
também a observagao 15, verificamos que as estima-
tivas se alteram pouco, mas as conclusoes inferen-
ciais sao as mesmas.

Tabela 3: Estimativas dos pardmetros do modelo de
regressdo Simplex ajustado para os dados de oxidagdo
de amoénia, sem as observagoes (4, 10, 16, 17, 20 e 21).

Parametros  Estimativa FErro Padrao  p-valor
Bo -8,0448 0,6753 0,0000
51 0,0502 0,0042 0,0000
B2 0,0263 0,0101 0,0000
O3 0,0035 0,0089 0,9863
o 0,4937 0,1254
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Figura 2: Gréficos de diagndstico do modelo de
regressao beta ajustado para os dados de oxidagao de
amdnia, sem as observagoes (4, 10, 16, 17, 20 e 21).

Ajuste dos Modelos Lineares Genera-
lizados

Aplicando o critério de AIC, temos o modelo se-
lecionado foi gama com ligacao identidade, cujas
estimativas dos parametros seguem na Tabela 4.
Este modelo apresentou desvio residual no valor de
0,17763 com 15 graus de liberdade. A inclusao do
n? como uma varidvel explanatéria nao propriciou
reducgao drastica no desvio, conclui-se que a fungao
de ligacao é satisfatoria.

g (1) = Bo + Brxer + Boxo + Bises, (5)

Considerando uma distribuigao gama com fungao
de ligagao identidade, o modelo (5) apresentou-se
inicialmente alguns pontos atipicos. Apds algumas
analise de diagndsticos o modelo sem as observagoes
(4, 21) adequou-se aos dados. Em todos os ajustes
a varidvel acido nitrico é nao significativa.

Tabela 4: Estimativas dos pardmetros do modelo com
distribui¢do gama com ligagdo identidade ajustado para
os dados de oxidagdo de amdnia, sem as observagoes (4,

21).
Parametros  Estimativa FErro Padrao  p-valor
Bo -0,0419 0,0049 0,0000
B 0,0078 0,0007 0,0000
B2 0,0066 0,0020 0,0000
O3 0,0231 0,0005 0,6869
[0) 0,0118 0,0012

A Figura 3(d) mostra o grafico de probabilidade
meio-normal. Observamos que os pontos estao den-
tro da banda de confianga, logo o modelo gama com
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ligacao identidade ajustado sem as observagoes (4, modelos especificos para o intervalo (0,1), os mode-

21) é adequado para ajustar os dados.
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Figura 3: Gréficos de diagndstico do modelo gama com
ligacao identidade ajustado para os dados de oxidagao
de amoénia, sem as observagoes (4, 21).

Em forma geral, pode-se concluir que o modelo
com distribuicao gama e funcao de ligacao identi-
dade foi o que melhor ajustou-se aos dados de o-
xidacao de amonia, pois seu ajuste excluiu menos
observacoes e contém menor AIC em comparagdo
com os modelos de regressao beta e simplex.

Conclusao

Apresentamos o modelo de regressdo beta pro-
posto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), o modelo
de regressao simplex Barndorff-Nielsen e Jgrgensen
(1991) e os modelos lineares generalizados propostos
por Nelder e Wedderburn (1972). Além da genera-
lizacao das medidas de diagndsticos que permitem
identificar possiveis ponto de alavanca, aberrante
e/ou influentes a partir da matriz de projegdo dos
residuos padronizados. Essas medidas puderam ser
aplicadas tanto no caso do modelo de regressao beta,
modelo de regressao simplex e nos modelos lineares
generalizados.

Foi desenvolvida uma rotina computacional no
R para ajuste do modelo de regressao simplex,
baseada em algumas funcoes do pacote betareg. Im-
plementamos também um programa para andlise
de diagnostico baseado no residuo ponderado
padronizado 2 para os modelos. Os graficos de
probabilidade meio-normal com envelope simulado
também foram construidos com esse residuo.

_Avaliou-se os modelos atraves das medidas de
diagnésticos. Mostrando que apesar de existirem

los lineares generalizados nao devem ser despreza-
dos. Pois, em devidas situacées podem apresentar
melhores ajustes, como nesse caso, pois 0 mesmo
excluiu menos pontos e apresentou menor AIC para
a obtencao de um bom ajuste.
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