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Resumo: No estudo das varidveis aleatérias
continuas sobre o conjunto dos niimeros reais, R, um
dos problemas é o cdlculo de probabilidades, visto
que € necessdrio resolver uma integral definida da
fungdo densidade que, na maioria das vezes, ndo
possui primitiva explicita ou cuja primitiva ndo é
simples de obter. Fungoes densidade como a Normal,
por exemplo, ndo possuem  primitivas na forma
analitica, sendo necessdrio o uso de integracdo
numérica onde erros de arredondamento e
truncamento sdo propagados devido as operagéoes
aritméticas realizadas no computador.

O objetivo deste trabalho é utilizar o método de
Simpson Intervalar definido por Caprani  para
calcular um intervalo encapsulador da probabilidade
real de uma varidvel aleatoria, com distribui¢cdo

Normal Reduzida. Os algoritmos  foram
implementados no Matlab, usando Intlab . Os
resultados  mostraram  que as  probabilidades

intervalares encapsularam as probabilidades reais.

Palavras-chave: Matematica Intervalar, Varidvel
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1. Introducao

No estudo das varidveis aleatérias continuas sobre
o conjunto dos nimeros reais R um dos problemas é o
célculo de probabilidades, visto que € necessdrio
resolver uma integral definida da funcdo densidade
que, na maioria das vezes, ndo possui primitiva

explicita ou cuja primitiva ndo € simples de obter.
Algumas fun¢des densidade de probabilidade como a
normal ou  gama, por exemplo, ndo possuem
primitivas na forma analitica, sendo necessdrio o uso
de integra¢do numérica onde erros de arredondamentos
e truncamentos sdo propagados devido as operagdes
aritméticas no computador. Existem na literatura [1]
varios métodos de integracdo numérica: os métodos
conhecidos como formulas de Newton-Cotes,
Quadratura Gaussiana, entre outros. Como a integral
definida € aproximada se faz necessdrio o calculo do
erro nessa aproximagdo e que também € um valor
aproximado.

A Matemadtica Intervalar fornece uma alternativa
para resolver este problema: encontra um intervalo que
encapsula o valor da integral. Extensdes intervalares
de varios métodos de integracdo numérica, tais como
Foérmula de Newton-Cotes, Quadratura Gaussiana, sao
citados em Caprani [3] e em Moore [9].

O objetivo deste trabalho ¢ utilizar o método de
Simpson Intervalar definido em Caprani [3] para
calcular a probabilidade de uma varidvel aleatéria,
com distribuicdo Normal Reduzida, no intervalo
[a, b]. Os algoritmos foram implementados no Matlab
[5], usando Intlab [4].

Este artigo estd organizado da seguinte forma: a
Secdo 2 apresenta conceitos bdsicos na andlise
intervalar. A Secdo 3 contém os resultados reais e
intervalares sobre integracdo numérica. A Se¢do 4 € a
grande contribui¢do deste trabalho; nele estd descrito
um método para se obter um intervalo encapsulador
para uma varidvel aleatéria com distribui¢do Normal
Reduzida e resultados numéricos decorrentes da



aplicagdo do método. As conclusdes estdo na Secdo 5 e
por tltimo as referéncias bibliograficas.

2. Conceitos Basicos na Analise
Intervalar

Seja IR o conjunto de todos os intervalos fechados
de nimeros reais,

IR={[xl,x2]/xl,xze R, x; sz}.
Associando-se a cada intervalo [x, y] € IR um
ponto (x, y) € Rz, obtém-se uma representagdo
geométrica Moore [8] para IR, como mostra a Figura

1, obtida no Maple® [7] através do procedimento

geolR (x, y, n1, n2);
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Figura 1: Interpretacdo geométrica do conjunto IR..

Os pontos na diagonal y = x entre os pontos (x, x) e
(v, ¥) representam os nimeros reais contidos nos
intervalos [x, y] e o intervalo é representado pelo
vértice (x, y) do tridngulo.

A aritmética intervalar e a topologia no espago dos
intervalos sdo as definidas em Moore [8] [9].
Definicao 1 Uma fung@o intervalar F' de uma varidvel

intervalar X € inclusdo monotonica se

Yc X = FY)c F(X).

Definicdo 2 Seja f uma funcdo real de uma varidvel
real. A funcfo intervalar F' de uma varidvel intervalar
X éuma extensio intervalar de f se

F(x)= fix), xe X.

Existem vdrias extensdes intervalares de uma
fungdo real f. Isto acontece porque expressdes
racionais que sdo equivalentes na aritmética real
podem ndo o ser na aritmética intervalar.

Exemplo 1. Seja
fix)=x(1-x)=x—xx
e as extensdes intervalares de f
R(X)=X(1-X)

e
F(X)=X - XX -
Se x=[0,1]. entdo
Fx)=[0.1]
e
F(X)=[-11]-
Portanto,

Fy(X) # Fy(X) -

3. O Método de Simpson Intervalar
para Integracdo Numérica

Dada um a fung¢éo continua f: R —> R sobre o
intervalo A=[a, b] o objetivo € calcular

b
S = fix)dx.

Como f € continua, f € integravel a Riemann. Se G
¢ uma primitiva de fem [a, b] temos, pelo Teorema
Fundamental do Célculo Integral, que
S= G(b) - G(a). G(a) ou G(b) podem ndo ser
representados no computador e seu valor serd
aproximado. Se ndo € possivel encontrar uma
expressdo analitica para uma primitiva de f, métodos
numéricos sdo essenciais para encontrar uma solucio
numérica do problema.

O método de Simpson Intervalar Caprani [3] € uma
extensdo intervalar do método de Simpson real e &
fundamentado na propriedade aditiva da integral
definida e no teorema do valor médio para integrais
[1]. Supondo que f € quatro vezes continuamente
derivavel em A=[a, b], e sendo conhecidas extensdes

intervalares para f e f #) derivada de f de quarta

ordem, o método encontra um intervalo que encapsula
a integral definida, isto é, um intervalo que contém o
valor da integral definida, como visto a seguir.

3.1 O Método de Simpson nos Reais

Dada uma particdo P={ay, a; ..., a,} de A=[a, b]
tal que a;—a;;=(b—-a)/n.
Entdo

n 4 n
S=3% | fix)dx= 3 w(A; Mg ) (1)
i=]al-_] i=1



onde A; = [al-_l,ai], g € A; e w(A; ) é o didmetro
de A;.

Como f ¢ quatro vezes continuamente diferencidvel
tem-se

aj

Si= [ f(x)dx (2)
aj—1
w(A;)

:T(f(ai—1)+4f(m(f‘i))+ f(ai))=

5
w(Ai)” (a)
2ss0 1 (E)
onde &; € A; e m(A;) é o ponto médio de A, .

Portanto,

S= 3 5;. (3)

3.2 O método de Simpson intervalar

O método de Simpson Intervalar em Caprani [3]
admite conhecidas extensdes intervalares F e G de fe

f(4). Como f(x)e F(X ), para todo xe (Xe IR)
entdo, pela Equagdo (1),

n 4 n
IS=% [ fix)de= X w(A; )F(4; ), 4)
i=]al-_] i=]

e pela Equacgdo (2),

a4
ISi= [ f(x)dx (5)

-1

onde F(q, ), F(m(A;)) € F(q;) sdo intervalos
degenerados de niimeros reais.
Portanto,

n
Scis= Y IS;. (6)
i=1

A precisdo deste intervalo depende das extensdes
intervalares usadas e do valor de n.

4. Um intervalo encapsulador para
a probabilidade de uma variavel
aleatoéria continua

A distribui¢do de probabilidade de uma varidvel
aleatdéria continua [6] € caracterizada por sua fungdo
densidade de probabilidade a qual satisfaz as
propriedades:

a) fix)=0;

b
b)[ fix)dx=P(a< X <b), a<b;

c) Tf(x)dx =1

O item b) indica que a probabilidade da varidvel
aleatéria assumir valor em um intervalo é dada pela
integral da funcdo nesse intervalo. As fungdes
densidade de probabilidade mais freqiientes nas
aplicagdes praticas, como por exemplo a distribui¢do
normal, ndo possuem primitivas na forma analitica,
sendo necessdrio o uso de integracdo numérica onde
erros de arredondamentos e truncamentos sdo
propagados devido as operagdes aritméticas no
computador. A seguir serd apresentado um intervalo
encapsulador, usando o método de Simpson Intervalar,
para a probabilidade de varidveis aleatdrias com
distribui¢do Normal Reduzida.

4.1 Distribuicao Normal Reduzida
Definicdo 3 Uma varidvel aleatéria X tem uma

distribuicido normal se sua funcio densidade de
probabilidade (fdp) for da forma

_l(x—uf
1 2\ o

fix)= e , -0 <X <o (7)
\/_
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onde os parametros
—o <<, 0 > 0.
UL eo sdo respectivamente a média e o desvio-padrio
de X.

Leo devem satisfazer as

condicdes Prova-se que

Notacdo: X tera distribui¢do N (u, (52) se, e somente

se sua distribui¢do de probabilidade for dada pela
Equagdo (7).



Teorema 1 Se X tiver distribuicio N (u, 62) , €se
Y=cX +d,
N(cu+d, 6262).

entio Y terd  distribuicdo

Diz-se que X tem uma distribuicio normal
reduzida quando u=0e o=1.

Corolario 1 Se X tiver distribuig¢do N(p, 62), e se

X —
Y=
9

H, entio Y terd distribuicio N (0, 1).

tenha distribuicio N (0, 1).
Nesse caso, se A = [a, b]C R,

b -lxz

Pla<x< b)=if e 2 dx.
e
A funcdo f n3o tem uma primitiva na forma
analitica, e ndo ¢é possivel aplicar o Teorema
Fundamental do Caélculo Integral. Contudo, métodos
de integracdo numérica podem ser empregados para
calcular integrais da forma acima, e no caso da

Suponha que X

N (u, 02) , gerar tabelas de probabilidades .

O método de Simpson intervalar € uma alternativa
para encontrar um intervalo que melhor aproxime o
valor desta integral, no sentido de se obter um
intervalo com amplitude tdo pequena quanto possivel
que a contenha. Para aplicd-lo € necessdrio determinar

extensoes intervalares para fe f @, O método proposto

neste trabalho consiste em utilizar na Equagdo (5)

extensdes intervalares F e G para f e f ( ) que,

quando computados, produzem intervalos
encapsuladores para a probabilidade procurada.
A derivada de f de quarta ordem é dada por
2

—X

2
1=

(x4 — 6x2 +3).
27

Observa-se que as fungdes f e f (4) nio sio
mondtonas.
Sendo X =[x1, xz], as fungdes intervalares

—x22 —x12
e 2 e 2 ,sex1>0,
X —X2
1
F(X)=——=1|e 2 ,e 2 , se x, <0,
\N2T 2
2 2
—max] L2
22
e A, se 0 e X
e
-x2
e 2 4 2
G(X):i(X -6X +3),
21

. . 4
sdo extensdes intervalares para fe f ( ) ,

respectivamente.

O método foi implementado no Matlab [5], como
arquivo M de fungdes, usando a biblioteca Intlab[4].
Sua chamada é dada por

>> normall(a, b)
onde:
a: limite inferior do intervalo A.
b: limite superior do intervalo A.

Assume-se que F(a;_1), F(m(4;)) € F(q;)
sdo intervalos degenerados.

Os exemplos abaixo ilustram aplicagdes do
método.

Exemplo 2. A duracdo de um certo tipo de pneu, em
quildmetros rodados, ¢ uma varidvel normal com
duragdo média 60000km e desvio-padrdo de
10 000km.
a) Qual a probabilidade de um pneu durar entre
63 500km e 70 000km?
b) Qual a probabilidade de um pneu durar entre
50 000km e 70 000km?
c¢) Qual a probabilidade de um pneu durar
exatamente 65 555km?
d) Qual a probabilidade de um pneu escolhido ao
acaso durar mais de 75 000km?



As solucdes a seguir foram calculadas no Matlab
[5], usando a biblioteca IntLab [4] e a funcdo
normall, nos formatos short (precisdo simples) e long
(precisdo dupla).

Observe que a varidvel aleatéria ndo tem
distribui¢@o normal reduzida, sendo necessério o uso
do Coroldrio 1. Denotando-se por X a varidvel do
problema entao,

_ X —60 000
~ 10 000
tem distribui¢do N (0, 1).
a) Para a probabilidade de um pneu durar entre
63 500km e 70 000km, usando a transformagdo Y,
tem-se,
63 500 — 60 000
10 000
70 000 — 60 000
10 000

¥(63 500 )= =0.35;

¥(70 000 ) = =1.00.

Probabilidade real:
Precisao simples:
0.2045,
Precisdo dupla:
0.20451409489292.

Probabilidade encapsulada:
>>normal1(0.35, 1.00)

Precisao simples:
[0.2045, 0.2046],
Precisdo dupla:
[0.20451409489283, 0.20451409489302].

b) Para a probabilidade de um pneu durar entre
50 000km e 70 000km, usando a transformacéo Y,
tem-se,
3(50000) = 50 000 - 60 000
10 000
70 000 - 60 000

10 000

=-1.00;

¥(70 000 )= 1.00.

Probabilidade real:
Precisdo simples:
0.6827,
Precisdo dupla:
0.68268949213709.

Probabilidade encapsulada:
>>normal1(-1.00, 1.00)

Precisdo simples:
[0.6826, 0.6827],
Precisdo dupla:
[0.68268949207779, 0.68268949219732].

¢) Como em qualquer tipo de varidvel aleatéria
continua, a probabilidade de a varidvel tomar
exatamente um determinado valor é zero.

65 555 —60 000

65 555)= =0,5555;
Y = 0000
Probabilidade real:
Precisdo simples:
0.0000
Precisdo dupla:
0

Probabilidade encapsulada:
>>normal1(0.5555, 0.5555)

Precisdo simples:
[0.0000, 0.0000],
Precisao dupla:
[0.00000000000000, 0.00000000000000].

d) Para a probabilidade de um pneu durar mais que
75 000km, usando a transformacéo Y, tem-se,
75 000 — 60 000

75 000 ) =
X ) 10 000

=1.5.

E, portanto,
P(X >75000)=P(Y>15)=05-P(0<Y<1.5)

Probabilidade real:
Precisdo simples:
0.0668,
Precisdo dupla:
0.06680720126886.

Probabilidade encapsulada:
>> (.5 - normall(0, 1.5)

Precisdo simples:
[0.0668, 0.0669],
Precisdo dupla:
[0.06680720126054, 0.06680720127720].

Exemplo 3 Suponha que X tenha a distribui¢do
N(2, 0.16). Calcule as seguintes probabilidades:
a) P(X=223);
b) P(1.8<X <2.1).

As solucdes a seguir foram calculadas no Matlab
[5], usando a biblioteca IntLab [4] e a funcdo
normall, nos formatos short (precisdo simples) e long
(precisido dupla).

Pelo Corolario 1 tem-se,
X -2
0.4
com distribuicio N ( 0, 1).

Y =



a) Usando a transformag@o Y acima tem-se,

¥(2.3)= =0.75.

23-2
0.4

E, portanto,

P(X>23)=P(Y>0.75)=0.5-P(0<Y <0.75).

Probabilidade real:
Precisao simples:
0.2266,
Precisdo dupla:
0.22662735237687.

Probabilidade encapsulada:
>> (0.5 - normal1(0, 0.75)

Precisdo simples:
[0.2266, 0.2267],

Precisao dupla:
[0.22662735237686, 0.22662735237688].

b) Usando a transformagédo ¥ tem-se,

1.8-2.0
1.8)= =-0.5;
Y= 04
y(2.1)= 21220 _ s,
Probabilidade real:
Precisao simples:
0.2902,
Precisdo dupla:
0.29016878695694.

Probabilidade encapsulada:
>> (.5 - normal1(-0.5, 0.25)

Precisdo simples:
[0.2901, 0.2902],

Precisdo dupla:
[0.29016878695693, 0.29016878695695].

Assim, observa-se que as probabilidades reais
pertencem as probabilidades intervalares ou, as
probabilidades intervalares Campos [2] encapsulam as
probabilidades reais.

5. Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvida uma versdo do
método de Simpson Intervalar para varidveis aleatdrias
continuas com funcdo densidade de probabilidade
Normal Reduzida, denominado normall, no Matlab
[5]. Como visto as probabilidades reais foram
encapsuladas pelas probabilidades intervalares [2] e,
portanto probabilidades intervalares constituem uma
alternativa numérica para validar os erros no célculo
de probabilidades para varidveis aleatérias Normais
Reduzidas.
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